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 

 I. ВЕКТОРЕН И ТЕНЗОРЕН АНАЛИЗ 

Тема: Алгебра на векторни и тензорни величини. Производни полета 

 Теоретичен минимум 

 

*Означения:  ...,,vu  - скалари (константни); 

                         ...,,, CBA  - вектори (константни); 

                         , - тензори (константни); 

            xx 1 , yx 2 , zx 3 . 

 

1) Скаларно произведение на два вектора 

 kk BABA .. 


 ABBA


..  ,  2. AAA 


,    kk AAAA .2  . 

 

2) Векторно произведение на два вектора 

 

321

321)(

BBB

AAA

kji

BA




 ,  или още   nmi BABA min)( 


. 

  ABBA


 ,      0 AA


. 

 

3) Тензорно произведение на два вектора 

  
332313

322212

312111

,

BABABA

BABABA

BABABA

BA 


, и още     jiij BABA 


, . 

 

4) Векторно произведение на вектор с тензор 

 jiji AA ).( ,       и    jiji AA  ).( . 

 

5) Тензорно произведение на вектор с тензор 

 njmij AA  min)(    и   nmjnimij AA  )( . 

 

6) Тензорно произведение на два тензора 

 kjikij   ).( . 

 

Полезни съотношения: 

 следа (шпур) на тензор: 332211  iiSp ,  ji
tr
ij  . 

 3332211  ii . 

 kminknimlmnlik  . ,    ijmnjimn  .2.  ,           6. ijkijk  . 



 

   Многократни произведения на вектори и тензори 

      А.) Двойно векторно произведение на три вектора 
 

 CBABCACBA


).().()(    и  ACBBCACBA


).().()(  . 

 

     Б.) Смесено произведение на три вектора 

 

321

321

321

)..(

CCC

BBB

AAA

CBA 


, и още   
).(

).(
)..(

CBA

CBA
CBA 







 . 

Свойства: )..()..()..( ACBBACCBA


 ,  но  )..()..()..( BCACABCBA


 . 

 

      В.) Векторно-тензорни произведения на три вектора 

   CBACBA


).(},{.   ,   },{},{ CBACBA


  ,   CBACBA


 },{},{   

 

      Г.) По-сложно дефинирани произведения на два и повече вектори 

 
2222 ).()).(()( BABABABABA


   и 

 

).)(.().)(.()).(( PNQMQNPMQPNM


 . 

 

 Производни (диференциални) полета 

ij
j

i

x

x





,     0





j

i

x

A
,     0





j

ij

x
,     ijij AA  ,     ikjkij  ,    isjikjsk    

 

  Градиент grad  от скаларно поле (с векторен аргумент) 

  
i

i
x

u
ugrad




 ,  или още   






















321

,,
x

u

x

u

x

u
uugrad   

Свойства: 

  ugradvvgraduvugrad )( ; 
 

  UrotVUGradVVrotUVGradUVUgrad  ..).( .  
 

  0r
r

r
rgrad



 ,   ArAgrad


).( ,   )(.

)(
rugradn

n

ru 





. 

  

Ако V  е векторно поле, то 

  VGrad
V

V

x

V
V

VV
VV

x
VgradVgrad ik

k

i

k
k

kk

kk
i

i 








 2

1

2

1
, 

т.е. 

  
V

VVGrad
Vgrad

).(
 . 

 

 Дивергенция div  от векторно поле 



  
i

i

x

U
Udiv




 ,  или още   

3

3

2

2

1

1.
x

U

x

U

x

U
UUdiv














 . 

 

Свойства: 

 ugradUdivUuuUdiv .)(  ,   VrotUUrotVVUdiv ..)(  ,    3rdiv


.  

 

  Ротация  rot  от векторно поле 

  
m

n
i

x

U
Urot




 min ,  или още   

321

321

UUU

xxx

kji

UUrot















. 

Свойства: 

  ugradUUrotuuUrot )( ;    0rrot


. 
 

  UGradVVGradUUdivVVdivUVUrot ..)(  .  

 

  Градиент Grad  от векторно поле 

   ij
i

j
ij U

x

U
UGrad },{




 ,   или още   














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

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
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


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






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



















3

3
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2

3

1

2

3

2

2

2

1

1

3

1

2

1

1

},{

x

U

x

U

x

U

x

U

x

U

x

U

x

U

x

U

x

U

UUGrad   

Свойства: 

 },{)( UugradUGraduuUGrad  ;   rGrad


   -  единичен тензор. 

 

  Дивергенция Div  от тензорно поле 

  
j

ji
i

x
Div




 , или още    .Div  - вектор. 

 

  Ротация Rot  от тензорно поле 

 
m

nj
ij

x
Rot




 min , или още  Rot  - тензор. 

 

  Лапласов оператор, приложен спрямо: 

А) скаларно поле 

 uuuugraddivu 2.)(.   - скалар. 

 

Б) векторно поле 

 UrotrotUdivgradU    - вектор. 

 

  Многократни производни полета 



а)   0).()..().(

0

 UUUrotUdiv  ; 

б)  0)(  uuugradrot , 

обаче: 

в) 0)(  UUrotrot . 

 

  Разложение на функция с векторен аргумент в ред на Тейлър 

 )()()(
!

1
...)()(

!2

1
)()()()( )(

0

2 rFerFa
n

rFarFarFarF an

n

 






  . 

  Производна на скаларна функция с векторен аргумент в дадена 
посока (нормална производна) 

 

 Нека )(rff


 ,  а ),,( 321 nnnn 


 е единичен вектор. 

По дефиниция за производна на f  в направление n


, 

която се бележи с 
n

f




, представлява частното от 

нарастването на функцията )()( rfrdrff


  при едно 

безкрайно малко преместване nrdrd


  в посока n


, 

разделено на големината rd


 на това преместване, т.е. 
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x
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f

x

x

rd

f

rd

f

rd

rfrdrf

n
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i























 )()(
. 

 По определение fgrad
x

f
i

i





. А ако вземем под внимание още, че  

321 nrdnrdnrdnrdrd


 , то очевидно за коя да е проекция на този 

вектор на безкрайно-малкото преместване ще имаме ii nrddx


 , откъдето ще 

следва i

ii n
rd

nrd

rd

dx 




  . След заместването на тези производни в израза за 

производната по направление, ще имаме 

  fgradnnfgrad
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x

x

f
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f
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




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. 

 

 Тензори 

 транспониран тензор: ji
tr
ij  . 

 симетричен и антисиметричен тензори: 

   за симетричен тензор: ijji  ; 

   за антисиметричен тензор: ijji  . 

 Представяне на произволен тензор чрез сума от симетричен и 

антисиметричен тензори: 

  

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            

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








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 Нека покажем, че 
S

ij  и 
A

ij  са действително симетричен и 

антисиметричен тензори съответно. За целта нека разменим индексите им, т.е. 

транспонираме тензорите: 

            
S

ijjiijijji
S

ji
2

1

2

1
 симетричен тензор. 

            
A

ijjiijijji
A

ji
2

1

2

1
 антисиметричен тензор. 

 

 Представяне на вектор чрез антисиметричен тензор mn  : 

  mniF  min
2

1
 . 

 
 

 Задача: Да се докаже, че ABBA


 . 

Доказателство: по определение 

 mnnimnminmnmimnnmi ABBABABABA min)(  

ABAB mnnim  )(  ,  к.т.д. 

 

 Задача: Да се докажат следните съотношения за символите на Леви-

Чевита: 

 kminknimlmnlik  . ,   ijmnjimn  .2.  ,   6. ijkijk  . 

Доказателство: 


















 )()()(det. ln

ln

klimkmilknilklinlmkminknimll

knkmkl

inimil

lmll

lmnlik 









  )()()(3 lnln  klimkmilknlmillmklinkminknim  

 )()()(3 knimkminknimkminkminknim   

)()(2)(3 kminknimkminknimkminknim   . 

За другите две съотношения: 

  mnjmnimnjimn  .. …. по първата формула …     

     ijijijnjinijinnjijnn  233  . 

Накрая по току-що доказаната формула имаме:  

   63.22.  kkijkijk  . 

 

 Задача: 
Да се докажат формулите за двойно векторно произведение на три вектора 

   CBABCACBA


).().()(  ,  ACBBCACBA


).().()(  , 

Доказателство:  

   )()()( minmin qppnqmnmi CBACBACBA 


 



  qpmnpqnmiqpmpnq CBACBA  ..min  

 qpmipmqqpmiqmpqpmipmqiqmp CBACBACBA  )(  

 ippimmqmqpipmpqiqmmp CBABCACBABCA ))(())((   

 iii CBABCACBABCA


).().().().(  , 

с което доказателството е завършено. 

Формулата ACBBCACBA


).().()(   се доказва аналогично, и очевидно 

CBACBA


 )()( , което показва че при двойно векторно произведение не е 

в сила асоциативния закон. 

 

 

 Задача: Да се докажат свойствата на смесено произведение на три 

вектора 

 )..()..()..( ACBBACCBA


 ,  и       )..()..()..( BCACABCBA


 ,  

Доказателство: нека докажем, напр., че )..()..( BACCBA


 : 

  jimimjmjiimjmm BACCBACBACBA 


.)()..(  

  jjjimmjijimmjijimmij BACBACBACBAC )()(


  

)..().( BACBAC


 , к.т.д. 

Още по-елементарно това може да бъде доказано с помощта на свойството 

на детерминантите, с които се представя смесеното произведение на три вектора, 

че те променят знака на стойността си при размяна местата на кои да е два реда от 

нея: 

321

321

321

)..(

CCC

BBB

AAA

CBA 


 

Така горното равенство се явява пряк резултат от факта, че двукратна 

размяна на местата на два реда в детерминантата не променя изобщо стойността 

на тази детерминанта, респективно на самото смесено произведение. 

 

 Задача: 
Да се докажат следните формули за векторно-тензорни произведения на три 

вектора 

 А)   CBACBA


).(},{.  ,  и   },{.).( CBACBA


  

Доказателство:  

iiijjjiji CBACBACBACBACBA ]).[().(},{}],{.[


 ,  

а за обратното  

 ijijijjii CBACBACBACBACBA }],{.[},{).(]).[(


 . 

 

Б)   },{},{ CBACBA


  ,  и   },{},{ CBACBA


  

Доказателство:  

ijnjmjnmjiij CBACBACBACBACBA }],{[},{)(},{ minmin


   



 

В)   CBACBA


 },{},{ . 

Доказателство:  

ijnmjnimnmjnminmmjnijiij CBACBACBACBACBACBA ]},[{},{)(},{


 

 

 Задача:  
Да се докажат следните формули: 

 ).)(.().)(.()).(( PNQMQNPMQPNM


  
 

  
2222 ).()).(()( BABABABABA


  

Доказателство 1:   kk QPNMQPNM )()()).((


 

 qpnmkpqkmnqpnmpkqmknqppkqnmmkn QPNMQPNMQPNM  ))((  

 qpnmnpmqqpnmnqmpqpnmnpmqnqmp QPNMQPNMQPNM  )(  

 ))(())(( nnmmnnmmmnnmnmnm PNQMQNPMQPNMQPNM  

PNQMQNPM


.)(.().)(.(  , к.т.д. 

Доказателство 2:   kk BABABABABA )()()).(()( 2


 

 qpnmkpqkmnqpnmpkqmknqppkqnmmkn BABABABABABA  ))((  

 qpnmnpmqqpnmnqmpqpnmnpmqnqmp BABABABABABA  )(  

222 ).())(())(( BABAABBABBAABABABABA nnmmnnmmmnnmnmnm


  

*Забележка: Тази формула може да бъде получена като частен случай на 

първата при APM   и BQN  . 

 Задачата може да бъде решена и чрез свойствата на смесено и двойно 

векторно произведения:  

  )..().()()()).(( ZNMZNMQPNMQPNM kk


 

 ]).()..[()](.[).( QPNPQNMQPNMZNM


 

PNQMQNPM


.)(.().)(.(  , к.т.д. 

 

 Задача: 
 Да се докажат следните формули: 

  
r

r
rgrad


 , и   ArAgrad


).( . 

 

Доказателство 1: 

i

i
ik

k

k

i

k
kkk

i
k

i
ii

r

r

r

x

x

x

x

x
xxx

x
x

x
rgradrgrad 













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







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




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1
2

1
22

1
22

2.)(
2

1
)(

 Доказателство 2: 

  iikk
i

k
kkk

i
i AA

x

x
AxA

x
rAgrad












 )().(  

  )(.
)(

rugradn
n

ru 





 - нормална производна. 



 

 Задача: 

Да се докаже следната формула за градиент: 

  UrotVUGradVVrotUVGradUVUgrad  ..).( .  

Доказателство чрез правилата за работа с „набла”-оператор: 

).().().().(
CC

VUVUVUVUgrad  .  

Трябва да извършим такива преобразувания, че „набла”-операторът да 

действа (директно) върху неиндексирана величина, като при това 

индексираната трябва да е пред него. За целта използваме две неща: 

- формулата за векторно-тензорно произведение на три вектора  

},{.).( CBACBA


 , и 

- развитието на двойно векторно произведение CBABCACBA


).().()(  , 

като формулата за него ще приложим, изисквайки на първо място в нея (т.е. най-

вляво) да стои индексираната величина. Така ще имаме: 

VUVUVUVUVU
CCCCC

).().().().()(  ,  

откъдето  

)(},{)().().( VUVUVUVUVU
CCCCC

 . 

По аналогичен начин преработваме и втория член 

UVUVUVUVUV
CCCCC

).().().().()(  ,  

откъдето  

)(},{)().().( UVUVUVUVUV
CCCCC

 . 

Заместваме с така разработените компоненти, и получаваме окончателно 
 )(},{)(},{).().().( UVUVVUVUVUVUVUgrad

CCCCCC

 UrotVUGradVVrotUVGradU  .. , к.т.д. 

 

 Задача: Да се определят: (а) ?rgrad , (б) ?).( 5 rAgrad  

(а) rr
r

r
rrgradrgradrrgrad




211     . 

(б) ArArAgradrArAgrad

A

445 ).(5).().(5).( 


. 

 

 Задача: (Стр. 66/Зад. 720
б
) Да се докаже, че ).())..(( ArAgrad  . 

Доказателство: ако (за удобство) въведем скаларната величина 

(1) jkjkjkjkkk xAxArArAu  )().()..( , то 

 (2) 








 ijjkk

i

j
jkkjkjk

i
i A

x

x
AxA

x
ugradrAgrad )())..((  

ikikikk AAA ).( . 

 Щом ii ArAgrad ).())..((  , то очевидно ).())..(( ArAgrad  . 

 

 Задача: (Стр. 67/Зад. 728
в
)  да се определи 4)( rAgrad  . 

Решение: погрешно би било да приложим директно диференциране, т.е. да 

запишем )()(4)( 34 rAgradrArAgrad  , понеже )( rAgrad   не е дефиниран 



(градиент се прилага само спрямо скаларно поле!). Правилният подход е най-

напред да представим 

(1) 224 })({)(


скалар

rArA  , 

и едва тогава 

 (2) 22224 )()(2}){()( rAgradrArAgradrAgrad  . 

Нека определим 2)( rAgrad  . Понеже в предишна задача вече сме доказали, че 

 (3) 2222 ).()( rArArA  , то 

 (4)  2222222 ).(}{}).({)( rAgradrAgradrArAgradrAgrad  

 ArArgradrArAgradrArgradA

A

).(22).().(2}{ 222


 

)}({2}).({2).(22 22 ArAArArAArA
r

r
rA 




. 

Ако заместим 2)( rAgrad   от (4) в (2), получаваме 

(5) )}({)(4)()(2)( 2224 ArArArAgradrArAgrad  . 

 

 Задача: (Стр. 67/Зад. 729
а
)  да се определи rAgrad  . 

Решение: 

22

2

2 )(
2

1
)(

)(

1

2

1
)( rAgrad

rA
rAgrad

rA
rAgradrAgrad 





 . 

Но 2)( rAgrad   вече бе определен в предишна задача, и той е точно 

)}({2)( 2 ArArAgrad  , 

следователно 

 
rA

ArA

rA

ArA
rAgrad

rA
rAgrad














)(

2

)}({2
)(

2

1 2 . 

 

 

 Задача: да се пресметне ?)}.),.({( 


Ттензор

rrSpgrad  

Решение: нека най-напред определим шпура TSp : 

(1)  kjikijijijijijii rrrrTTTSp }),.{()}.),.({(   


скалар

iikikiijkjki rrrrxrxr ).).(.().().().().(   . 

Сега вече търсим градиента от този скалар: 

 (2) 



 ]).().[()].).(.[()}.),.({( kk

i
ii rr

x
rrgradrrSpgrad  

 





























i

n
mn

i

m
nmnm

i
kmnknknmkm

i x

x
xx

x

x
xx

x
xx

x
nm

)()])([(


 

 mimnniinmnmnimnminmnimnm xxxxxx  )(  



 iiimimnin rrrrxx )].().[().().(  , следователно 

 ).().()}.),.({( rrrrSpgradi  . 

 

 

 Задача: да се пресметне ?}),{( 


Ттензор

ArASpgrad  

Решение: нека най-напред определим шпура TSp : 

(1)  



)},{(}),{(}),{( min njmijijij ArAArAArASpTSp   

ArAArAAxAAxA iijijnmjnmij ).()()()( minmin   . 

Сега вече определяме  

 (2) 








 ]).[(}),{(}),{( ArA

x
ArA

x
ArASpgrad

ii
i  

 








 kmmkiinkmmkn

i

n
kmmknknmmkn

i

AAAA
x

x
AAAxA

x
 )(  

0)()(

0

 ikmmikkmmik AAAAAA  , следователно 0}),{(  ArASp . 

 

 Задача: да се пресметне ?)(}),.{(  ArArAgrad  

Решение: ще използваме доказана вече формула за векторно-тензорни 

произведения 

 (1) CBACBA ).(},.{  , 

с помощта на която представяме вектора )(},.{ ArArA   във вида 

 (2) )]([).()(},.{ ArArAArArA  . 

Но 

 (3) ArArAArA ).()( 2  , 

следователно 

 (4) ]).()[.()(},.{ 2 ArArArAArArA  . 

Очевидно 

 (5)  ArArArAArArArAArArA ).().().().()(}),.{( 22  

 22222224 ).().)(.(2).().()..(2).( rAArrArArAAArAArArArArA  

rArAArArAArArArAA  ).()().().().( 2222 , 

където сме използвали, че 

 (6) 2222 ).()( BABABA  . 

Тогава 

 (7)  rArAgradArArAAgradArArAgrad ).().()(}),.{(  

}).().{(


A

rAgradrArAgradrAA  . 

Нека определим отделно само rAgrad  : 



 (8) 










22 )()( k
ii

i rA
x

rA
x

rAgrad  

 
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
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

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
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
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









 inkmmkn

i

n
kmmkn rAA

rAx

x
rAA
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








 ])([
1

)(
1

)(
1

kmmikkmmikkmmki rAA
rA

rAA
rA

rAA
rA



          
rA

rAA i






)]([
, откъдето следва, че 

(9) 
rA

ArA

rA

rAA
rAgrad











)()(
. 

Заместваме (9) в (7) и получаваме 

(10) 


















 ArA

rA

ArA
rAAArArAgrad

)(
).()(}),.{( . 

 

 Задача: Да се пресметне 

(1) ?)},.{(exp rArrgrad  

Решение: отново съгласно доказаната формула 

(2) CBACBA ).(},.{   

имаме  

 (3) ArArArrArr 22).(},.{  . 

Тогава 

 (4)  )()(exp)(exp)},.{(exp 333 rAgradrArAgradrArrgrad  

  )3)((exp)()(exp 2333 rgradrrAArgradrAA  

 rrArA
r

r
rrAA




)(exp3)(exp3 323  . 

 

  Задача: Да се пресметне 

 (1) ?))].}.(,({[  trrrSpgrad  

 Решение:  

 (2)  kj
tr

ikijij
tr

ij
tr rrrrrrSp )..(},{)).}.(,({)).}.(,({   

2).())((....  rxxxxxx kmkjmjjmkmkjmj
tr

kmkiij . 

Тогава 

 (3) 
22 ).().())].}.(,({[ k

tr rgradrgradrrSpgrad  , 

следователно 

 (4) 









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i

x

r
rr

x
rrSpgrad

).(
).(2).())].}.(,({[
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 



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
 isskk

i

s
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x
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x
r ).(2).(2)().(2  

 ikikikk rrr )].(.[2).(2).(2  . 

 И така 

 (5) )].(.[2))].}.(,({[  rrrSpgrad tr . 

 

 Задача: Да се докажат формулите: 

  3rdiv


     ugradUdivUuuUdiv .)(  , 

 

  VrotUUrotVVUdiv ..)(  .  

Доказателство 1: 3
)(


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





 ii
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i
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x

x

x

r
rdiv 


. 

Доказателство 2: 
а) чрез правилата за работа с „набла”-оператор: 

UugraddivUuUuUuuUUuuUdiv CCCC ...).().()(  , к.т.д. 

б) доказателство чрез дефиницията за дивергенция: 

UugraddivUuUugraddivUuU
x

u

x

U
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Доказателство 3: 
а) чрез правилата за работа с „набла”-оператор: 

)..()..()(.)(.)(
CCCC

VUVUVUVUVUdiv  . 

Разработваме всяко едно от смесените произведения така, че „набла”-

операторът да действа винаги първо на неиндексиран вектор: 

VrotUVUVUVU
CCC

.)(.)..()..(  , 
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След заместване на представянията за тези смесени произведения получаваме, че 
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б) доказателство чрез дефиницията за дивергенция: 
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 Задача: Да се определят: 
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 Задача:(Стр. 66/Зад. 720
а
)  

Да се докаже, че  Sprdiv ).( , където Sp  означава шпур (следа) на 

тензора  , т.е. сбор от неговите елементи, разположени по главния му диагонал. 

Решение: по определение 
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 Задача:(Стр. 67/Зад. 747
а,в

)  

Да се докаже, че:  

а) 0)(  rAdiv , б) 0)(  rrAdiv  
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 Задача:(Стр. 66/Зад. 722
а
) Да се докаже, че ).(4}),.{( rArrAdiv  . 

Доказателство: 
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  Задача:(Стр. 68/Зад. 748
а,б

) Да се докаже, че  

(а) ).(2))(( BABArdiv  ; 

(б) ).(2))(( rArArdiv   

 Доказателство:  

(а) съгласно правилото за двойно векторно произведение 



 (1) rBAArBBAr ).().()(  . 

 От формулата за дивергенция от „скалар х вектор”, приложена двукратно в 
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(б) отново съгласно правилото за двойно векторно произведение 

 (2) rrAArrrAArrrAr ).().().()( 2  . 

 От формулата за дивергенция от „скалар х вектор”, приложена двукратно в 

дясната страна на (2), следва 
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 ).(2).(4).(2 rArArA  . 

 

  Задача: Да се определи ?)).}.,(({  rrAdiv  

 Решение: нека въведем (за удобство) вектора rrAV ).}.,({  . По 

дефиниция 
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. 

Тогава 
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 Задача:(Стр. 66/Зад. 724
в
) Да се докаже, че )()).((  rSprrdiv . 

Доказателство: по определение 
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 Задача: Да се докажат следните свойства на ротация 

  ugradUUrotuuUrot )( ;   0rrot


, 

 

  UGradVVGradUUdivVVdivUVUrot ..)(  .  

Доказателство 1: 
а) чрез правилата за формално смятане с „набла”-оператор: 

 CCCC UuUuuUUuuUuUrot )()()()(  

UugradUrotu  . 

б) доказателство чрез дефиницията за ротация: 
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Доказателство 2: 
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x
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 (следва от свойство на  -

символите). 

Доказателство 3: 
а) чрез правилата за формално смятане с „набла”-оператор: 

)()()()(
CC

VUVUVUVUrot  . 

Преработваме получените изрази чрез формулата за двойно векторно 

произведение CBABCACBA


).().()(   и чрез формулата },{.).( CBACBA
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).(},.{ UVUV
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 . 

Заместваме преработените компоненти в изходното съотношение и 

получаваме 
 ).(},.{},.{).()()()( UVUVVUVUVUVUVUrot
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UdivVGradVVGradUVdivU  .. . 

б) доказателство чрез дефиницията за ротация: 










 )(

)(
)( minmin qppnq

mm

n
i VU

xx

VU
VUrot   

























 p

m

q
q

m

p
pnqqp

m
pnq U

x

V
V

x

U
VU

x
 minmin )(  










































m

q
p

m

p
qipmqiqmp

m

q
p

m

p
qnpqnmi

x

V
U

x

U
V

x

V
U

x

U
V )(   












































m

q
p

m

p
qipmq

m

q
p

m

p
qiqmp

x

V
U

x

U
V

x

V
U

x

U
V   






















m

q
pipmq

m

p
qipmq

m

q
piqmp

m

p
qiqmp

x

V
U

x

U
V

x

V
U

x

U
V   






















m

mqq
pip

m

ipp
qmq

m

iqq
pmp

m

mpp
qiq

x

V
U

x

U
V

x

V
U

x

U
V

)(
)(

)(
)(

)(
)(

)(
)(













 




















m

mqq

pip

m

ipp

qmq

m

iqq

pmp

m

mpp

qiq
x

V
U

x

U
V

x

V
U

x

U
V

)(
)(

)(
)(

)(
)(

)(
)(











  




















 divVUUGradVVGradUUdivV

x

V
U

x

U
V

x

V
U

x

U
V

imimmimi

m

m

i

m

i

m

m

i

m

m

m

i

 
i

VdivUGradVVGradUUdivV )..(  , к.т.д. 

 

 Задача: (Стр. 67/Зад. 747
б
) Да се докаже, че ArArot 2)(  . 

Доказателство: 
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 Щом ii ArArot 2)(  , то следователно ArArot 2)(  , к.т.д. 

 

 

 Задача: (Стр. 66/Зад. 722
б
) Да се докаже, че rArrArot }),.{( . 

Доказателство: означаваме (за удобство) },.{ rrAV  . Очевидно 

(1) nkkknknn xxArrArrAV  },{}),.{( . 

Тогава 
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 Задача: (Стр. 68/Зад. 748
в,г

) Да се докаже, че 

(в) BABrArot  ))(( ; 
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


 })(){(}).().{( minmin nssnkk

m
n

m

AxBxBA
x

ArBrBA
x

  










 msnsmnkk

m

s
ns

m

n
kk ABBA

x

x
AB

x

x
BA  minminminmin  


BAABABABABBA nmnmnmkknin  )()( minminmin

0

 . 

 

(г) 



 n

m
i ArrrA

x
rrArot }).{())(( 2

min  










 }){(}).{( 2

min
2

min nnkk
m

n
m

ArxxA
x

ArrrA
x

  










 )()(

2
minmin s

m
nnk

m
k x

x
Axx

x
A   

























m

s
sn

m

n
kn

m

k
k

x

x
xA

x

x
xx

x

x
A 2minmin   

 mssnmnknmkk xAxxA  minmin 2)(  

 mnmnkknmkk xAxAxA minminmin 2  


 )(22 minminmin

0

min nmnmnmkkninnm AxxAAxxAxA   

)(3)(2)(2 rArArAArrA  , к.т.д. 

 

 Задача: (Стр. 66/Зад. 721
а,б,в

)  

По дефиниция ако A  е вектор, то с него може да бъде свързан един 

антисиметричен тензор от вида 

(1) mimjij AA }{ . 

Да се докаже, че: 

(а) }{)( ArAGrad  ; 

(б) }{},{ ArARot  ; 

(в) }{},{ rrrRot  . 

Доказателство: 

(а) 















i

n
mmjnnmmjn

i
j

i
ij

x

x
AxA

x
rA

x
rAGrad  )()()(  

ijmimjmmji AAA }{   съгласно (1), откъдето следва }{)( ArAGrad  . 

(б) 















m

j
n

m

jn

m

nj
ij

x

x
A

x

xA

x

rA
rARot minminmin

)(},{
},{   

ijninjnjinmjn AAAA }{min   , т.е. ijij ArARot }{},{  , откъдето 

следва }{},{ ArARot  . 

(в) 




























m

j
nj

m

n

m

jn

m

nj
ij

x

x
xx

x

x

x

xx

x

rr
rrRot minminmin

)(},{
},{   




 njinjninmjnjmnmjnjmn xxxxxx 

0

minminmin )(  

ijninjnjin rxx }{  , 

 т.е. ijij rrrRot }{},{  , откъдето следва }{},{ rrrRot  . 

 

 

 Задача: Да се докажат свойствата: 

 rGrad


,   },{)( UugradUGraduuUGrad   

Доказателство 1: следва непосредствено от матричното представяне на 

UGrad  за случая rU


 , когато 11 xU  , 22 xU   и 33 xU  , и с отчитане на 

ij
j

i

x

x





. 

Доказателство 2: 

},{)()()()( UugradUGraduUuUuuUUuuUuUGrad CCCC 

 или 















 jiijj

ii

j

i

j
ij UugradUGraduU

x

u

x

U
u

x

uU
uUGrad )(

)(
)(  

ijUugradUGradu }],{[  , следователно },{)( UugradUGraduuUGrad  . 

 

 Задача: (Стр. 66/Зад. 723
а,б,в,г

) Да се докаже, че: 

  (а) ).(rGrad ; 

  (б) rBArBAGrad ).(}),.{(  ; 

  (в) ).(},{}),.{( rArArrAGrad  ; 

  (г) ArADiv },{ . 

Доказателство: 

(а) ijikkj
i

k
kjkjk

i
j

i
ij

x

x
x

x
r

x
rGrad 














 )().().( , 

откъдето верността на равенството ).(rGrad  следва непосредствено. 

 (б) 













 )()},{(}),.{(}),.{( jkk

i
kjk

i
j

i
ij xBA

x
rBA

x
rBA

x
rBAGrad  

 ijijkk
i

j
kk BABA

x

x
BA  ).(




 . 

Щом ijij BArBAGrad ).(}),.{(  , то очевидно ).(}),.{( BArBAGrad  , където с   

е означен единичен тензор. 

 (в) 













 )()},{(}),.{(}),.{( jkk

i
kjk

i
j

i
ij xxA

x
rrA

x
rrA

x
rrAGrad  

 





















 )()( ijkjikk

i

j
kj

i

k
kjk

i
k xxA

x

x
xx

x

x
Axx

x
A   

 ijijijijkkjiijkkjikk BArABArAxAxAxAxA ]).(},[{).(},{   , 

откъдето доказателството следва непосредствено. 



 (г) iijj
j

i
jij

j
ji

j
i AA

x

x
AxA

x
rA

x
rADiv 














 )(},{},{ , к.т.д. 

 

 Задача: (Стр. 66/Зад. 725
а,б,в

) Да се докаже, че: 

(а) BArBADiv  }),{( ; 

(б) rrrDiv 4},{  ; 

(в) rArrADiv  }),{( . 

Доказателство:  

 (а) 








 )},{()},{()},{( nimmjn

j
ji

тензор
j

тензор

i rBA
x

rBA
x

rBADiv 


 










 ijnmmjn

j

i
nmmjninm

j
mjn BA

x

x
BAxBA

x
 )(  

inm BABA )(min   . 

Щом ii BArBADiv )(}),{(  , то BArBADiv  }),{( . 

 

(б) 




















j

i
ji

j

j
ij

j
ji

j
i

x

x
xx

x

x
xx

x
rr

x
rrDiv }{},{},{  

 
 iiiiijjijj rxxxxx )(443

3


  . 

 Щом ii rrrDiv )(4},{  , то rrrDiv 4},{  . 

(в)  








 )},{()},{(}),{( nimmjn

j
ji

тензорj
i rrA

x
rrA

x
rrADiv   





























 )()( ijninjmmjn

j

i
ni

j

n
mmjninm

j
mjn xxA

x

x
xx

x

x
AxxA

x
  

 inmnmimmnnijnmmjninjmmjn rAxAxAxAxAxA )(minmin

0

  . 

Щом ii rArrADiv )(}),{(  , то rArrADiv  }),{( . 

 

 

 Задача: Да се пресметне 

(1) ?}),{)((  ArrADiv  

Решение: с помощта на формулата 

(2) },{},{ CBACBA   

представяме тензора },{)( ArrA   във вида 

 (3) }],).{[(}],){[(},{)( 2 AArrrAArrAArrA  . 

Нека определим търсената дивергенция 

 (4) 



 ji

j
i AArrrA

x
AArrrADiv }],).{[(}],).{[( 22  



 








 ]).[(]).[( 22

jj
j

iij
j

ArxrA
x

AAArrrA
x

 















 )()()(

22
s

j
jijk

j
kijsjkk

j
i r

x
AAxx

x
AAArxxA

x
A  







 jssjikkijji

j

s
sjijjkjjkki rAAxAAxAA

x

r
rAAxxAA  2)32)(

3

 

iiijjiii ArAArAArArAAArAArA ).(2).(2).(42).(3).(  . 

И така 

(5) ArAArrADiv ).(2}),{)((  . 

 

 

 Задача: Да се пресметне 

(1) ?)).(}),}.{,({( 
  

ТТензор

rrArrDiv  

Решение: по определение 

 (1) 












ji

V
jj

ji
i rrArr

xx

T
TDiv )).()},}.{,{((


 

 








 )()( min njm

j
ji

j

V
x

V
x

  










 ).(},{},{]).(}),}.{,({[ minmin pnpsmjs

j
njm

j

xrArr
x

rrArr
x

  










 )()( minmin pmsj

j
npspnpmssj

j

xxxx
x

AxxAxx
x

  

 )(min jpmsjpjmsjpmjsjpmsjjnps xxxxxxxxxxxxA   

 

 psjnpsjmpmjnp

A

jsspmsnps xxxAxxxAxxxA

jinj




 minminmin3  





mpnpjjmpnpssmsjjpnps xxxAxxxAxxxA

nj

)()()()(3 minminmin 


 

 mjnjssjpnpssjin xxxAxxxA )()()()( min  

 mnmn xrrAxrrA ).().().().(3 minmin   

 mnjnjin xrrAxrrA ).().().().( min  

 )]).(()).(()).((4[).( minmin nmnjjinnm rxrxrxrA   

)).(().(6)).((6).( min rrrArxrA nm   . 

 И така 

(2) )).(().(6)).(}),}.{,({( rrrArrArrDiv  . 

 

 

 Задача: Да се определи 



(1) ?).},))},{.(({( 

  

  

  

  

вектор

тензор

вектор

тензор

rrrAADivRotrot  

 Решение: Нека най-напред определим Div : 

 (2)  







ji
j

i rAA
x

rAADiv ))},{.(())},{.((  

  












]},{[]}),{.([ sins
j

mjnmnimjnm
j

rA
x

ArAA
x

  










 ijnmjnm

j

i
snsmjnmis

j
nsmjnm AA

x

x
AAxA

x
A  ).()(  

inm AAAA )].([).(min   , следователно 

 (3) ).())},{.(( AArAADiv  . 

Продължаваме нататък с намирането на  

 (4)  



})),.({(},))},{.(({ rAARotrrAADivRot

ij

ij  










 ])).([(})),.({( minmin jn

m
nj

m

xAA
x

rAA
x

  












m

j
nnj

m x

x
AArAA

x
)).((})),.({( minmin   

ninjnjinmjn AAAAAA )).(()).(()).((min   . 

И така: ninjij AArrAADivRot )).((},))},{.(({   . Тогава векторът 

rrrAADivRot .},))},{.(({   ще има i -та компонента 

(5)  jninjjiji xAAxrrAADivRotV )).((.},))},{.(({   

 jnnijjnnijjnnij xAAxAAxAA )).(()).(()).((   

irAA ])).[((  . 

 Накрая определяме 

 (5) 



 n

m
i V

x
rrrAADivRotrot min).},))},{.(({(   

  












])).(([])).[(( minmin qppnq
m

n
m

xAA
x

rAA
x

  

 

 



 mqppqn

m

q
ppnq AA

x

x
AA  )).(()).(( minmin  


 pipmmimmpppmn AAAA )).(()()).((

3

min 


 

 pippimmppip AAAAAA

ip

)).((2)).(()).((3 




 



iAA )).((2  .  И така 

(6) ii AArrrAADivRotrot )).((2).},))},{.(({(  , 

следователно 

 (7) AAAArrrAADivRotrot  ).(2)).((2).},))},{.(({( . 

 

 

Лапласов оператор 

 

  Задача: Да се докаже следната формула за оператора на Лаплас от 

векторно поле 

 UrotrotUdivgradU  . 

Доказателство: ако развием двойното векторно произведение )( U , ще 

имаме: 

UUU ).().()(  , 

следователно 

)().()().().( UrotUgradUUU  ,  

или още 

)()(2 UrotrotUdivgradU         UrotrotUdivgradU  . 

 

 Задача: Да се докаже, че лапласов оператор  0
11

0





rrr
 . 

Доказателство: ще използваме представяне на r  в декартови координати: 

 (1) 2

1

2
0

2
0

2
0 ])()()[( zzyyxxr  . 

По дефиниция 

 (2) 














































rzryrxr

1111
2

2

2

2

2

2

, 

затова ще ни трябват производните (първа и втора) на 








r

1
 по yx,  и z  съответно: 

 
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По аналогичен начин се доказва, че 
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След това определяме и вторите производни: 
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(6) 
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
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По аналогичен начин определяме 
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Накрая с така намерените втори производни образуваме лапласовия 

оператор 
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


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, 

с което доказахме, че действително  

 (9) 0
11

0





rrr
 . 

 

 

 Задача: (Стр. 66/Зад. 724
б
) Да се определи ?)..(  rr  

Решение: величината ).( r  е вектор, който при скаларно произведение 

)..( rr  с радиус-вектора дава скалара 

 (1) kjkjkk xxxrrrrr  .).()..()..( . 

 По определение лапласов оператор от скалар се дава с 

 (2) ugraddivu  , 

затова нека най-напред определим градиента от скалара (1) 

 (3) 




























i

k
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i

j
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i
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i
i

x

x
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x

x
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x
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x
rrgrad )()()..(  

 
















 ikjjkkijjkikjkijjk

i

k
jk

i

j
jk xxxx

x

x
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x

x
 )(  

i

Vвектор

iijijkikjjikik rrrrxxxx ]).().([).().(

 . 

Тогава 

(4)  )].().[()()..()..( rrdivVgraddivrrgraddivrr  















 )(]).().[()].().[( jjikik

i
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i
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 













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
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)()(  

 Spii 22  („шпур” на тензора  ). 

И така:  Sprr 2)..( . 

 

 Задача: (Стр. 68/Зад. 758
в
) Да се определи ?).( 2  rA  

Решение: 



(1) 22 ).().( rAgraddivrA   

(2) ArArAgradrArAgrad

A

).(2).().(2).( 2 


. 

(3) 















i

x
ikixk

i
i

i x

x
AAAxA

x
ArA

x
ArAdivrA 2][2]).(2[]).(2[).( 2  

22).(222 AAAAAAA kkikik   . 

 

 Задача: (Стр. 68/Зад. 759) Да се определи ?)]).([(  rBrA  

Решение: 

 (1) ugraddivu  . 

 (2) 








 kk

ii
i rBrA

x
rBrA

x
ugrad ).()()).((  










 )())(( qn

i
pmpkqmknqppkqnmmkn

i

xx
x

BAxBxA
x

  

 
















 iqnqinpmnpmqnqmp

i

q
nq

i

n
pmnpmqnqmp xxBA

x

x
xx

x

x
BA  )()(  

    iqnqinpmnqmpiqnqinpmnpmqnqmp xxBAxxBA  )(  

      iqnqinnmmqiqnqinmmnqiqnqinpmnpmq xxBAxxBAxxBA 

  iqnnmmqqinnmmqiqnmmnqqinmmnq xBAxBAxBAxBA   

 imnnmminnminnmmninmm xBAxBAxBAxBA   

iiinnimimimmimm ArBBrAxBAxBAxBAxBAxBA ).().().(2  , 

Следователно 

 (3) ArBBrArBArBrAgrad ).().().(2)]).([(  . 

Сега остава да определим дивергенция от получения резултат, т.е. 

 (4)  ]).().().(2[)]).([( ArBBrArBAdivrBrA  

 








 )2(]).().().(2[ immimmimm

i
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i

AxBBxAxBA
x

ArBBrArBA
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3

22  

).(446 BABAABBABA mmmmmmmm  . 

И така: ).(4)]).([( BArBrA  . 

 

 Задача: (Стр. 68/Зад. 758
г
) Да се определи ?)( 2 


u

rA  

Решение: 

 (1) ugraddivu  . 

(2)  2222222 ).(]).([)( rAgradrgradArArAgradrAgradugrad  

]).([2).(22).().(22 222 ArArAArA
r

r
rArAgradrArgradrA

A







, т.е. 



(3) )]([2)( 2 ArArAgrad  . 

Тогава 

 (4)  ]).([2)]}([2{)( 22 ArArAdivArAdivrA


 

  }).(.).{(26]]).[([2

0

2

3

2




A

rAdivAAdivrAAArAdivrdivA  

222 426 AAA  . 

И така: 22 4)( ArAdiv  . 

 

 Задача: (Стр. 69/Зад. 775) Да се определи ?)(   rr
  

Решение: величината )( rr
  е вектор, следователно прилагаме формулата 

за Лапласов оператор от векторно поле 

(1) )()()( rrrotrotrrdivgradrr
    . 

Нека предварително „подготвим” нужните производни полета 

А)     rgradrrrrgradrrdivrrrdiv .3)(.)( 1

3

    

    rrrr
r

r
rr

r

r
rrr )3(33.3 1

2
11




. 

Б)   ][)3(])3[()(   rgradrgradrrdivgrad

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r
rrgradr




211 )3()3()3(     . 

В)    rrgradrrgradrrotrrrrot


)()()(

0

  

 0)()(
0

211   rrrr
r

r
rrrgradr




   , 

следователно 0)(  rrrotrot
 . Накрая получаваме 

rrrrdivgradrrrotrotrrdivgradrr
 2)3()()()()(     . 

 

 

 Задача: (Стр. 69/Зад. 776) Да се определи ?])()([ 
  

Vвектор

rBrA  

Решение: прилагаме формулата за Лапласов оператор от векторно поле 

(1) )]()[()]()[()]()[( rBrArotrotrBrAdivgradrBrA  . 

Очевидно 

(2)  ArUrUAUrArBrA

U

).().()()()(


 

rrBArrBAArrBrrBAArrBrrBA

скаларсмесеносмесено

]).([)..()..()..(]).[()].([

0


  

Нека предварително „подготвим” и нужните производни полета 

А)  



  


)(3

]).[(.).(]).[()]()[(

BA

rBAgradrrdivrBArrBAdivrBrAdiv  



rBABArrBA


).(4).().(3  . 

Б) )(4]).(4[)]()[( BArBAgradrBrAdivgrad 


. 

В)      



rrBAgradrrotrBArrBArotrBrArot

BA


  

]}).[({]).[(]).[()]()[(

)(0

 

rBA


 )( . 

Г)  ]).().[(])[()]()[( ArBBrArotrBArotrBrArotrot  

   }).().{(}).().{(]).[(]).[(

00


BA

rBgradAArotrBrAgradBBrotrAArBrotBrArot

 )(2 BABAAB  . 

 След тази предварителна подготовка можем да конструираме лапласовия 

оператор: 

)(2)]()[()]()[()]()[(

)(2)(4

BArBrArotrotrBrAdivgradrBrA

BABA





    
. 

 

 Задача: (Стр. 69/Зад. 778) Да се определи ?}],.{[  rrA  

Решение: нека най-напред приложим следната формула 

(1) CBACBA


).(},{.   

спрямо вектора, от който търсим лапласов оператор 

 (2) rrArrA ).(},.{  . 

Тогава 

 (3) ]).[(]).[(}],.{[ rrArotrotrrAdivgradrrA   

Да „подготвим” предварително нужните производни полета 

А)  ).(4).().(3).(.).(]).[(

3

rArArArAgradrrdivrArrAdiv

A




. 

Б) ArAgradrAgradrrAdivgrad
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4).(4)].(4[]).[( 



. 

В)      rArrAgradrrotrArrArot

A

 }).({).(]).[(

0


. 

Г) )(]).[( rArotrrArotrot  . 

 Но  




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
 )()()( minmin qppnq
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x
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44)(

3

 




, 

следователно ArArotrrArotrot 4)(]).[(  . 

 Накрая определяме 

 ArrArotrotrrAdivgradrrA

AA

2]).[(]).[(}],.{[

24


    

. 

 
 

Тема: Интегрални теореми във векторния анализ 



 Теоретичен минимум 

 Теорема на Гаус. Поток на векторно поле през затворена повърхност 

 

VSV

SdUdVUdiv


.   -  поток на вектора U


 през повърхността. 

Операторен вид на теоремата, позволяващ написването на още 

интегрални теореми, подобни на теоремата на Гаус: 

(*)  

VSV

SddV


. 

а) при прилагане на формула (*) към скаларно поле )(ru : 

  

VV SVSV

SdrudVrugradSdrurudV


)()()()( . 

б) при прилагане на формула (*) към векторно поле )(rU


чрез скаларно 

умножение: 

 

VV SVSV

SdrUdVrUdivrUSdrUdV


).()()(.)(. , което изразява 

точно теоремата на Гаус. 

в) при прилагане на формула (*) към векторно поле )(rU


чрез векторно 

умножение: 

)()()()( rUSddVrUrotrUSdrUdV

VV SVSV


  . 

г) при прилагане на формула (*) към векторно поле )(rU


 чрез тензорно 

умножение: 

},{)}(,{)( USddVUGradrUSdrUdV

VV SVSV


  . 

д) при прилагане на формула (*) към тензорно поле )(r  чрез векторно 

произведение (т.е. вектор х тензор = вектор): 

).())(.()(.  
VV SVSV

SddVDivrSdrdV


. 

е) при прилагане на формула (*) към тензорно поле )(r  чрез тензорно 

произведение (т.е. вектор х тензор = тензор): 

)())(())((  
VV SVSV

SddVRotrSdrdV


. 

 

 Теорема на Стокс. Циркулация на векторно поле по затворена крива 

 
S LS

rdUSdUrot


..    -  циркулация на U


по затворен контур. 

Операторен вид на теоремата, позволяващ написването на още 

интегрални теореми, подобни на теоремата на Стокс: 

(**)  
S LS

rdSd


 

а) при прилагане на формула (**) към скаларно поле )(ru : 

    
S LS L SS

rduugradSdrduuSd


. 



б) при прилагане на формула (**) към векторно поле )(rU


, което умножава 

скаларно операторното равенство (**): 

 
S LS

rdUUSd


.. . 

Ако използваме, че UrotSdUSdUSd


.).().(  , то 

 
S LS

rdUSdUrot


.. , т.е. самата теорема на Стокс. 

в) при прилагане на формула (**) към векторно поле )(rU


, което умножава 

векторно операторното равенство (**), ще получим: 

UrdUSd
S LS


 )( ,  и т.н. 

 

 Формули на Грин 

 Първа формула на Грин се получава от теоремата на Гаус 

 

VSV

SdUdVUdiv


. , приложена за векторно поле )(rU


, имащо представянето 

ugradU 


, т.е. потенциално поле. Тогава uugraddivUdiv 


, което след 

заместване в теоремата на Гаус, дава  

VSV

SdugraddVu


. .  

 





VSV

Sd
n

u
dVu


 - първа формула на Грин. 

 

 За втора формула на Грин се използва пак теоремата на Гаус, но 

векторното поле  )(rU


 се представя не като ugradU 


, а във вида 

ugradvvgraduU 


. Тогава )()( ugradvdivvgradudivUdiv 


, и получаваме 

 nSdugradvvgradudVuvvu

VSV


.].[][   , т.е. 

  

VSV

SdnugradvnvgradudVuvvu


)]..().([][ , което с помощта на 

нормалните производни 
n

u
nugrad




).(


 и 

n

v
nvgrad




).(


 може да се представи 

във вида 

 










VSV

Sd
n

u
v

n

v
udVuvvu


].[][  - втора формула на Грин. 

 

    Соленоидално и потенциално векторни полета 

  Опр. 1: векторно поле )(rU


, за което 0Udiv


, се нарича соленоидално 

векторно поле. НДУ едно поле да е соленоидално е то да може да се представи 

във вид на ротация от (друго) векторно поле:    ArotU


 . 

Пример: магнитно поле ArotB


 . 

 



  Опр. 2: векторно поле )(rU


, за което 0Urot


, се нарича потенциално 

векторно поле. НДУ едно поле да е потенциално е то да може да се представи 

във вид на градиент от някакво скаларно поле:  )()( rugradrU 


. 

Пример: електрично поле gradE 


. 

 

 
 Задача (стр. 74/зад. 832

а,б,в
): Да се докажат равенствата: 

 (а) vSdr

VS

3. 


, където v  е обем на областта, заградена от 

затворената повърхност VS ; 

 (б) 0.. 
VS

SdrA


, където dSrASdrA ).(.. 


 е смесено 

произведение на три вектора; 

 (в) 0
VS

Sdr


. 

Решение:  

 (а) Ако в теоремата на Гаус 

 (1)  

VSV

SdrUdVrUdiv


).()(  

положим формално rrU )( , получаваме 

 (2)  

VSV

SdrdVrdiv


. , 

следователно търсеният в задачата интеграл ще бъде 

 (3) 


vdVdVrdivSdr

v

VVSV

33.

3

 


, к.т.д. 

 (б) Прилагаме отново теоремата на Гаус (1), като този път положим 

rAU  , с което получаваме 

 (4)  

VV SSV

SdrASdrAdVrAdiv


..).()( . 

Така за търсения интеграл получаваме 

 (5)  
VS

dVrAdivSdrA

V

)(..


. 

 Нека пресметнем отделно само )( rAdiv  : 

 (6) 















i

n
mnm

i
i

i x

x
AxA

x
rA

x
rAdiv minmin )()()(   

  


0

0

min  mmiiinm AA  . 

 След заместването на така намерената дивергенция в дясната страна на (5) 

твърдението е доказано. 

 (в) За доказателството на това твърдение ще използваме следната 

интегрална теорема на Гаус в операторен вид 



 (7)  
V SV

Sddv


 


 r


 

        действаме в-у r


 чрез векторно произведение 

 (8)   
V SV

rSdrdv


. 

Така за търсения в задачата интеграл получаваме 

 (9)  0)(

0

 
VVS

dvrrotdvrSdr

V


, к.т.д. 

 

 Задача (стр. 74/зад. 833
а,б

): Да се докажат равенствата: 

 (а) vASdrA

VS

 ).( , където v  е обем на областта, заградена от 

затворената повърхност VS ; 

 (б) vBASdrBA

VS

).(2)).((


 . 

Решение:  

 (а) Използваме отново „операторната” интегрална теорема 

 (1)  
V SV

Sddv


, 

с която действаме този път върху скаларната величина ).( rA : 

 (2)  
V SV

rASdrAdv ).().(


, 

или още 

 (3) 



vAdvAdvrAgraddvrASdrA

v

VV AVSV

  


).().().( , к.т.д. 

 (б) Ако приложим теоремата на Гаус 

 (4)  

VSV

SdUdVUdiv


.  

за случая )( rBAU


 , получаваме 

 (5)  

VSV

SdrBAdVrBAdiv


)).(())(( . 

 Нека пресметнем отделно ))(( rBAdiv


 : 

 (6)  ]).().[())(( rBABrAdivrBAdiv


 

 ]).[(]).[(]).().[( rBAdivBrAdivrBABrAdiv  

   ]).(.).[(]).(.).[(

030

BAdivrrdivBArAgradBBdivrA

A

 

).(2).(3).( BABAAB  . 

 Заместваме така намерената дивергенция в лявата страна на (5), с което 

получаваме 

 (7) 



vBAdVBAdVBASdrBA

v

VVSV

).(2).(2)].(2[)).((  


, к.т.д. 



 

 Задача (стр. 74/зад. 834
а,б,в

): Да се докажат равенствата: 

 (а) vrSd

VS

 },{ , където   е единичен тензор; 

 (б)  SpvdSr

VS

)..( ; 

 (в) }{},{ AvrASd

VS

 , където тензорът mimjij AA }{ . 

Решение:  

 (а) Използваме операторния вид на интегралната теорема на Гаус 

 (1)  
V SV

Sddv


, 

с която действаме върху r


 тензорно, т.е. 

 (2)  
V SV

rSdrdv },{},{


. 

Следователно търсеният в задачата интеграл ще бъде 

 (3) vdvdvrGraddvrrSd
VVVSV





  


},{},{ , к.т.д. 

 (б) Прилагаме теоремата на Гаус 

 (4)  

VSV

SdUdVUdiv


.  

за векторното поле rU . : 

 (5)  

VSV

SdrdVrdiv


)..().( , 

с което търсеният интеграл добива вида 

 (6)  
VS

dVrdivSdr

V

).()..(


. 

 Нека определим отделно ).( rdiv  : 

 (7) 













 Sp

x

x
x

x
r

x
rdiv iiikik

i

k
ikkik

i
i

i

)().().( . 

След заместване на (7) в дясната страна на (6) получаваме 

 (8) 



  SpvdVSpdVSpSdr

v

VVSV


)..( , к.т.д. 

 (в) Прилагаме операторната теорема 

 (9)  
V SV

Sddv


, 

с която действаме върху rA


  тензорно, т.е. 

 (10)   
V SV

rASdrAdv },{},{


. 

 Така търсеният в условието на задачата интеграл се представя 

 (11)  
VVS

dvrAGraddvrArASd

V

)(},{},{


. 



 Нека пресметнем отделно )( rAGrad


 : 

 (12) 















i

n
mmjnnmmjn

i
j

i
ij

x

x
AxA

x
rA

x
rAGrad  )()()(


 

ijmimjmmjiinmmjn AAAA }{  . 

 След заместването на градиента в дясната страна на (11) елементарно се 

получава равенството, което трябва да се докаже. 

 

 Задача (стр. 74/зад. 835
а
): Да се докаже равенството: 

(1) vAAdSr

VS

 .(


, където v  е обем на областта, заградена от затворената 

повърхност VS . 

Решение: нека разгледаме векторното тъждество 

(2) AdSrrdSAdSrA ).().()(  , 

от което изразяваме 

 (3) )().().()().( rAdSAdSrAdSrdSrAdSAr  . 

 Ако заместим (3) в (1), получаваме 

(4) 





21

)().(.(

I

S

I

SS VVV

rAdSAdSrAdSr   . 

За интеграла 1I  прилагаме директно теоремата на Гаус 

(5)  vAdvAdvrdivAdSrAI
VVSV

33.

3

1   . 

За интеграла 2I  ще използваме интегралната теорема  
V SV

Sddv


, която 

прилагаме спрямо векторното поле )( rA  чрез операция за векторно умножение 

(6)   
V SV

rASdrAdv )()(


. 

Така за 2I  ще имаме 

(7) vAdvAdvrArotdvrArAdSI
VV

A
VSV

22)()()(

2

2   
. 

След заместването на така намерените 1I  и 2I  в (4) получаваме точно 

vAAdSr

VS

 .(


, к.т.д. 

 

 Задача (стр. 77/зад. 864
а,б

) Да се  докаже, че 

(а) 0)(  drrru
L

, 

(б) 0))((  drrAA
L

 

Решение: 

(а) Ако за вектора rruU


)(  приложим теоремата на Стокс 

(1)  

SLS

drUdSrotU .. , 



ще получим 

 (2)  
SL

dSrrurotdrrru ].)([.)(


. 

 Нека пресметнем отделно ])([ rrurot


: 

 (3)  











 rrgrad

r

ru
rrugradrrotrurrurot

)(
)]([)(])([

0


 

 0)(
)(1)(

0


















 rr

r

ru

r
r

r

r

r

ru 


, 

откъдето след заместване в (2) доказателството следва непосредствено. 

 

 (б) Отново прилагаме теоремата на Стокс, но за вектора 

 (4) rAArArAAU 2).()(  . 

 (5)  
SLSL

dSrAArotdrrAAdSrotUdrU

SS

)].([).(.. . 

 Нека пресметнем отделно )]([ rAArot  : 

 (6)  ][]).[(]).[()]([ 22 rArotArArotrAArArotrAArot  

   0])([])).(().[(

0

2

0

2

0

 AArAgradrrotAArAgradArotrA

A


. 

След заместване на ротацията в (5) доказателството следва директно, т.е. 

0))((  drrAA
L

. 

 

 Задача (стр. 77/зад. 864
в
) Да се  докаже, че 

(1)  sAdrrA
L


 2)( ,  

където 
S

Sds


 е т.нар. лицев вектор. 

Решение: използваме следната интегрална теорема (от типа на Стокс) в 

операторен запис 

(2)  
S LS

drdS . 

Нека с оператора (2) „подействаме” върху вектора )( rA  чрез векторно 

умножение 

(3)   
S LS

rAdrrAdS )()( , 

откъдето получаваме 

 (4)  
SL

dSrAdrrA )]([)( , т.е.  
SL

dSrArotdrrA )]([)( . 

Нека определим отделно )( rArot  : 

(5) 








 )()()( minmin qppnq

m
n

m
i xA

x
rA

x
rArot   





 ppnminmppnmmqppnq

m

q
ppnq AAA

x

x
A  minminmin  



 ipippnpinnnip AAA

ip

22)(

3

 




,  

откъдето следва, че ArArot 2)(  . След заместване на ротацията в (4) 

получаваме 

 (6) sAdSAdSAdSrArotdrrA

s

SSSL






  222)]([)( , к.т.д. 

 Задача (стр. 77/зад. 865) Да се  докаже, че 

(1)  
SL

dSvgradugraddvu ..  

Доказателство: 

 (1)  









L
Uвектор

LLLL

drvgradudr
dr

dv
u

dr

dr
dvu

dr

dr
dvudvu ..


 

 За контурния интеграл в (1) прилагаме теоремата на Стокс 

 (2)  
S

U
L

U

dSvgradurotdrvgradu ).().(


. 

 Но vgradugradvgradugradvgradrotuvgradurot 


0

)( ,  

следователно 

 (3)  
SSL

dSvgradugraddSvgradurotdvu ).().(. . 

 Ако в последния интеграл представим смесеното произведение на 3 вектора 

във стандартния запис )..().( dSvgradugraddSvgradugrad  , то (3) добива вида 

 (4)  
SL

dSvgradugraddvu .. ,  к.т.д. 

 

 Задача (стр. 77/зад. 866) Да се  докаже, че 

(1)  
LL

drugradvdrvgradu ).().( . 

Доказателство:  

В предишната задача доказахме, че 

(2)  
SL

dSvgradugraddrvgradu ).().( .  

То може да бъде записано още във вида 

(3)  
SL

dSugradvgraddrvgradu ).().( . 

За да можем да приложим теорема на Стокс спрямо интеграла в дясната 

страна на (3), е необходимо да получим ротация от някаква функция. За целта 

използваме, че 0)( ugradrot  и представяме подинтегралната функция в дясната 

страна на (3) във вида 

(4) )()()()(

0

ugradvrotugradvgradugradrotvugradvgrad 


. 

Ако с така намереното представяне заместим в (3), ще имаме 

(5)  
SSL

dSugradvrotdSugradvgraddrvgradu ).().().( . 



За интеграла в най-дясната страна на (5) прилагаме теоремата на Стокс 

(6)  
S L

drugradvdSugradvrot .).( . 

След заместване на (6) в (5) получаваме 

(7)  
LSL

drugradvdSugradvrotdrvgradu .).().( , к.т.д. 

 

  Задача (стр. 81/зад. 891) Да се  докаже, че ако )(rk


 е дадено скаларно 

поле, дефинирано и непрекъснато в цялото пространство V  и клонящо към нула 

достатъчно бързо при r , то единственото анулиращо се в безкрайност 

решение на уравнението на Поасон 

 (1) )()( rkru


  

е функцията 

 (2) /

/

/

4

)(
)( dv

rr

rk
ru

V





 





. 

 Доказателство: 

 Нека най-напред проверим дали функцията (2) удовлетворява уравнението 

на Поасон (1). За целта нека определим )(ru


 , използвайки, че: 

  (а) операторът на Лаплас   действа върху r


, но не и върху /r


; 

  (б) )(4
1 /

/
rr

rr


 


  , където )( /rr


  е делта-функция; 

  (в) )()()( // rFrrrF
V






  - свойство на делта-функцията. 

 С отчитането на всичко това получаваме 

 (3) 
































 



/

/

/
/

/

/

4

)(

4

)(
)( dv

rr

rk
dv

rr

rk
ru

VV










 

















 



/

)(

/
/

/

/

/

})(4{
4

)(1

4

)(
dvrr

rk
dv

rr

rk

V
б

V











 


)(

/// )()()(

вV

rkdvrrrk


 


 , 

откъдето следва, че функцията (2) действително удовлетворява уравнението на 

Поасон (1).  

 Остава да докажем единствеността на решението (2). За целта нека 

допуснем, че има (поне) две различни помежду си функции )(ru


 и )(rv


, които 

удовлетворяват уравнението на Поасон, т.е. 

 (4
а
) )()( rkru


 , и 

 (4
б
) )()( rkrv


 . 

 Нека разгледаме функцията )(rw


, дефинирана като разлика на )(ru


 и )(rv


: 

 (5) )()()( rvrurw


 . 



 Тази функция, за разлика от функциите )(ru


 и )(rv


, следва да  

удовлетворява уравнението на Лаплас 

 (6) 0)(  rw


. 

 Действително, съгласно (4
а,б

) 

 (7) 0)]([)()()()]()([)(  rkrkrvrurvrurw


 

 Идеята на доказателството на единствеността на решението (2) се заключава 

в това да докажем (покажем), че уравнението на Лаплас (6) допуска само 

тривиалното решение 0)( rw


, от което ще следва, че )()( rurv


 , т.е. решението 

е само едно единствено. Затова нека допуснем обратното, т.е. че уравнението на 

Лаплас (6) допуска нетривиално решение 0)( rw


, и нека върху тази различна от 

нула функция подействаме с оператора (операторното равенство) 

 (8)  
 


V S

Sddv


, 

изразяващо теоремата на Гаус-Остроградски в операторна форма. Така 

получаваме 

 (9)  
 


V Srwgrad

Sdrwdvrw







)()(

)(

, т.е. 

 (10)  
 


V S

Sdrwdvrwgrad


)()( . 

 В обемния интеграл в лявата страна на (10) функцията )(rw


 участва със 

стойностите си във всяка възможна точка Vr


, докато в повърхнинния интеграл 

вдясно тя участва само със стойностите си върху безкрайната сфера S , върху 

която тя приема само стойности „нула”. Действително, съгласно условието на 

задачата решенията на (1) следва да се анулират в безкрайност, следователно 

 (11) 0)()()(

00

 







rrr rvrurw . 

 Щом за  Sr


 функцията 0)( rw


 (но това все още не се твърди за  Vr


), 

то очевидно повърхнинният интеграл в дясната страна на (10) е тъждествено 

равен на нула, следователно 

 (12) 



V

dvrwgrad 0)(


  за  Vr


. 

 Последното е възможно само тогава, когато 0)( rwgrad


 за  Vr


, а това 

е възможно само ако 

 (13) 0)( rw


  за  Vr


. 

 Щом това е така, то предположението че има две различни решения на (2) 

се оказа невярно, следователно решението )(ru


, даващо се с (1), се оказва 

единствено, к.т.д. 

 В заключение нека представим един резултат от решаването на тази задача 

във вид, в който той може да бъде използван в следваща(та) задача: както следва 

непосредствено от (1) и (2) 

 (14) 















 



/

/

/

4

)(
)()( dv

rr

rk
rurk

V






. 



 

  Задача (стр. 81/зад. 892) Да се  докаже, че произволно векторно поле 

)(rU


, чиито компоненти са еднозначно дефинирани, притежават непрекъснати 

първи частни производни по yx,  и z  във всяка точка и клонят към нула при 

r , може да се представи във вида 

 (1) )()()( rVrotrugradrU


 , където 

 

 (2) 
/

/

//

4

)(
)( dv

rr

rUdiv
ru

V





 





, и 

 

 (3) 
/

/

//

4

)(
)( dv

rr

rUrot
rV

V





 





. 

 Горното твърдение изразява т.нар. теорема на Хелмхолц. В нея се твърди 

още, че 0)( rVdiv


. В (2) и (3) V  означава цялото пространство, а /div  и /rot  са 

производни полета, за които диференцирането се извършва по компонентите 
// , yx  и /z  на радиус-вектора /r


. 

 Доказателство: използвайки резултат от предната задача можем да 

запишем (по аналогия с формула (14) от нея), че 

 (4) 















 



/

/

/

4

)(
)( dv

rr

rU
rU

V






, 

като това равенство може да се докаже по начина, по който това бе направено в 

предната задача. Понеже чрез обемния интеграл в (4) се задава един вектор, то 

лапласовият оператор ще се „разпише” във вида 

 (5) 































 



/

/

/
/

/

/

4

)(

4

)(
)( dv

rr

rU
rotrotdv

rr

rU
divgradrU

VV










 

  

  





  






)(

/

/

/

)(

/

/

/

4

)(

4

)(

rVполевекторно

V

ruполескаларно

V

dv
rr

rU
rotrotdv

rr

rU
divgrad





























































 




, 

откъдето непосредствено следва представянето от тип (1) но с уточнението, че 

 (6) 















 



/

/

/

4

)(
)( dv

rr

rU
divru

V






, и 

 (7) 















 



/

/

/

4

)(
)( dv

rr

rU
rotrV

V






. 

 При това от представянето (7) непосредствено се вижда, че 

 (8) 0
4

)(
)( /

/

/

















 



dv
rr

rU
rotdivrVdiv

V






, к.т.д. 



 С това основните твърдения в задачата са всъщност доказани и остава да 

покажем, че представянията (6) и (7) са еквивалентни на (2) и (3) съответно. 

 Да започнем с представянето (6) за )(ru


. Понеже диференцирането (т.е. div ) 

е по r


, а интегрирането (т.е. /dv ) е по компонентите на /r


, то очевидно двете 

операции (диференциране и интегриране) в горепосочения контекст комутират, 

т.е. 

 (9) /

/

/
/

/

/

4

)(

4

)(
)( dv

rr

rU
divdv

rr

rU
divru

VV






















 









. 

 Нека пресметнем отделно 

  



























 












вектор

скалар

rU
rr

div
rr

rU
div

rr

rU
div )(

1

4

1)(

4

1

4

)( /

//

/

/

/


 





















/

/

0

/

/

1
).()(

1

4

1

rr
gradrUrUdiv

rr








. 

 Но 0)( / rUdiv


, понеже диференцирането е по компонентите на r


, а не на 
/r


, следователно 

 (10) 
/

/

/

/ 1
.

4

)(

4

)(

rr
grad

rU

rr

rU
div 










 
. 

 Нека сега пресметнем и 


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
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


















/

//
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1
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1

4

1

rr
gradrUrUdiv

rr








. 

 Но сега вече 0)( // rUdiv


, понеже диференцирането е по компонентите на  
/r


, затова 

 (11) 
/

/
/

/

//

/

/
/ 1

.
4

)(

4

)(

4

)(

rr
grad

rU

rr

rUdiv

rr

rU
div 
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 Лесно може да се докаже (покаже) чрез правилата за диференциране, че 
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 Ако в (13) вземем под внимание (10), получаваме 

 
/

/

/

/
/

4

)(1
.

4

)(

rr

rU
div

rr
grad

rU











 
. 

което, след заместване в (11) води до представянето 
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или още 
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 Сега можем да заместим (15) в (9) 
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 Нека разгледаме отделно само интеграла 1I . Той, съгласно теоремата на 

Гаус, се представя чрез повърхнинен интеграл 
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(16) добива вида 

 (18) /

/

//

4

)(
)( dv

rr

rUdiv
ru

V





 





, 

което изразява точно представянето (2), с което доказахме, че (6) и (2) са 

тъждествени представяния. 

 

 Същият прийом прилагаме и за )(rV
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, доказвайки че представянията (7) и (3) 
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Аналогично 
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 Ако вземем под внимание (12), получаваме 
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 Замествайки (22) в (20) получаваме 
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 С така намереното в (23) представяне за ротацията заместваме в (19), с 

което получаваме 
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 Тук отново с теоремата на Гаус се обосновава, че 02 I , с което достигаме 

до 
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което е точно (3), а това и трябваше да докажем. 

 С това теоремата на Хелмхолц е доказана напълно. 

 Нека в качеството на допълнения (илюстрации) към доказаната вече 

теорема разгледаме следните нейни конкретизации, касаещи избора и вида на 

векторната функция )(rU
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  - вектор на електричното поле. 



 По силата на теоремата на Хелмхолц за електричния вектор трябва да е в 

сила представянето 
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 Но съгласно уравненията на Максуел 
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следователно (27
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) добива вида 
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 По аналогичен начин прилагаме уравнението на Максуел 
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спрямо (27
б
) и получаваме 
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 По силата на ще ни бъде необходима ротацията от този вектор: 
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 Ако се позовем на (23), то  
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 Замествайки (33) в (32) получаваме 
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 Вторият обемен интеграл в (34) чрез теоремата на Гаус се свежда до 

повърхнинен интеграл по затворената сферична повърхност S , върху която 

магнитният вектор 0)( rB
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, следователно този интеграл е равен на нула. Така 

представянето (34) добива вида 

 (35) /

/

//

4

)(
)( dv

rr

rBrot

t
rVrot

V







 





. 

 Ако в (35) вземем под внимание уравнението на Максуел 
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 В горното уравнение с )( /rA


 е обозначен магнитният векторен потенциал. 

 Ако намереното в (29) представяне за )(ru
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 и намереното в (37) представяне 

за )(rVrot


 заместим в (26), получаваме 
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Б)  Нека )()( rBrU


  - вектор на индукцията на магнитното поле. 

 По силата на теоремата на Хелмхолц и за магнитния вектор трябва да е в 

сила представянето 
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 Но съгласно уравненията на Максуел 
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следователно (41
а
) добива вида 
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 По аналогичен начин прилагаме уравнението на Максуел 
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спрямо (41
б
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т.е. вектора )(rV
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 съвпада (за този случай) с магнитния векторен потенциал. 

 Ако намереното в (43) представяне за )(ru


 и намереното в (45) представяне 

за )(rV


 заместим в (26), получаваме 
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 Задача (стр. 80/зад. 890) Да се  докаже следното твърдение: 

Т1: Нека )(ru


е скаларно поле (функция), дефинирано и имащо непрекъснати 

втори частни производни по zyx ,,  във всяка точка на една област V  и 

повърхността й VS , и нека 0r


 е произволна дадена вътрешна точка на V . Да се 

докаже, че  
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Доказателство на Т1: 

За доказателството на твърдение Т1 ще използваме една теорема от 

векторния анализ, известна като втора формула на Грин, която гласи: 

Т: за скаларни функции )(ru


и )(rv


, дефинирани и имащи непрекъснати 

втори частни производни по zyx ,,  във всяка точка на една област V  и 
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(2) Sd
n

ru
rv

n

rv
rudVrurvrvru

VSV







 


















)(
)(

)(
)()]()()()([ . 

 В (2) със 
n

ru



 )(


 и 
n

rv



 )(


 са обозначени т.нар. нормални производни, т.е. 

производни в (по) посока на единичния вектор n


 към повърхността VS в дадена 

нейна точка с радиус-вектор r


, като )(.
)(

rugradn
n

ru 






 и )(.

)(
rvgradn

n

rv 






. 

 За да докажем Т1, ще приложим втората формула на Грин за функция )(rv


, 

имаща представянето 

 (3) 
0

11
)(

rrr
rv 



 . 

 Очевидно )(rv


 е дефинирана за всички точки на 

областта V , с изключение на точката 0r


. Но тогава можем 

да разгледаме сферична повърхност S  с център тази 

точка, и такъв радиус 0 , че S  да принадлежи изцяло 

на областта V . Следователно в областта /V , заключена 

между затворените повърхнини VS  и S  (виж чертежа), 

както и върху самите повърхнини, полето (функцията) 

)(rv


 ще бъде (вече) еднозначно дефинирана и 

непрекъснато диференцируема.  

При тези обстоятелства за областта /V  и за затворената й граница ( VS  + S ) 

можем да приложим втората формула на Грин, която следва да изглежда така: 

    (4)  Sd
n

u

rrn
uSd

n

u

rrn
uSd

n

u

rrn
udVu

rr
u

SSSSV VV


 























































 

111111
]

11
[
/

. 

 



 Лесно може да се установи, че прилагането на Лапласов оператор към 

функцията 
0

11
)(

rrr
rv 



  има за резултат следното представяне чрез делта-

функцията на Дирак )( 0rr


 : 

 (5) 












0

0

0

0 ,0

,4
)(.4

1
)(

rr

rr
rr

rr
rv 





 

 . 

 Това лесно може да бъде доказано, ако се изходи от уравнението на Поасон 

за точков заряд q  

 
0


  , 

където, както е известно от електродинамиката, обемната плътност на точков 

заряд се дава с )(. 0rrq


  . Следователно трябва да е в сила равенството 

 
0

0

0

0

00

)(.)(

4 









rrqrr

rr

q











 , 

откъдето след съкращения получаваме точно 

 )(4
1

0

0

rr
rr


 


  . 

 

 Понеже разглежданията, които правим, се отнасят за областта /V , 

несъдържаща точка 0r


, то по силата на (5) следва да приемем, че  

 (6) 0
11

0





rrr

   

за всяка точка от областта /V . /Твърдението (6)  бе доказано и в предна задача/. 

 С отчитането на (6) уравнение (4) може да бъде записано във вида 

(7)   Sd
n

u

rrn
uSd

n

u

rrn
udVu

r SSV V


 

































11111

/

. 

 Понеже външната нормала n


 към сферата S , разглеждана като съставна 

част от повърхнината 
SS

V
 , заграждаща обема V , е противоположна по посока 

(виж чертежа) на вектора 0rr


 , то можем да запишем, че върху сферата S  

 (8) 
rn 







, 

с отчитането на което интегралът по S  в (7) ще добие вида 

 (9) 





























 Sd

r

u

rrr
uSd

n

u

rrn
u

SS





1111
 

  Sd
r

u

rr

u
Sd

r

u

rr
u

SS


 



































111
22

. 

 С отчитането на (9) представянето (7) добива вида 

(10)   Sd
r

u

rr

u
Sd

n

u

rrn
udVu

r SSV V


 




























1111
2

/

, или още 



(11)   




















 SSSV

Sd
r

u

r
Sd

r

u
Sd

n

u

rrn
udVu

r
V

 1111
2

/

, 

 

 Нека видим какво е поведението на членовете (интегралите) в (11) при 

граничен преход 0  ( 0 ). Непосредствено се убеждаваме, че при този 

граничен преход: 

 (12)  















 VV

dVu
r

dVu
r

11
lim

/0

, 

 (13)  
















 


S SS

Sd
r

u

r
Sd

r

u
Sd

r

u

rr

u  1
limlim

1
lim

02020
. 

А ако вземем под внимание, че )()(lim 0
0

ruru





, както и че 

04lim
0

2

0


 
Sd


, то при  r  

(14) )(4)4(.
)(

lim
)(

lim 0
2

2

0

020
ru

ru
Sd

r

ru

S





















, и 

(15) 0.
)(

4)4.(
)(1

lim
1

lim
0

2

0
00


































































 




rrr

ru

rrr

ru
Sd

r

u

rS








,  

където е отчетено, че функцията )(ru


, по условие, е дефинирана и има 

непрекъснати частни производни по zyx ,,  във всяка точка на областта V , към 

която очевидно спада и т. 0rr


 , както и че очевидно 















0

)(

rrr

ru



. 

 С отчитането на (12), (14) и (15) формула (11), след извършен граничен 

преход в (над) нея, добива вида 

 (16) )(4
111

0ruSd
n

u

rrn
udVu

r
VSV




















  , 

откъдето следва, че стойността на скаларната функция )(ru


 в точка 0r


 от 

областта V  или границата й VS , ще се дава с представянето: 

 (17) 

























 

VS

dVu
r

Sd
n

u

rrn
uru

V

111

4

1
)( 0




, или още 

 (18) 

























 

VS

dVu
r

Sd
rn

u
n

u

r
ru

V

111

4

1
)( 0




, 

с което твърдение Т1 , т.е. (1), е доказано. 

 

 

 

Тема: Собствени стойности и собствени вектори на тензор 

   Теоретичен минимум 

 Определение: Когато един тензор  , един вектор A


 и един скалар a  са 

свързани помежду си чрез зависимостта  



ijij AaA  ,  или още  AaA . , 

то векторът A


 се нарича собствен вектор, а скаларът a  - собствена стойност на 

тензора  . Самата задача за тяхното намиране се нарича задача за собствените 

стойности и собствените вектори на тензор. 

 Ако тензорът   е зададен, а векторът A


 и скаларът a  са неизвестни, то 

задачата за тяхното намиране се свежда до решаването на следната линейна 

(приводима към хомогенна) система от уравнения 

3333232131

2323222121

1313212111

.

.

.

AaAAA

AaAAA

AaAAA







,  или още  

0)(

0)(

0)(

333232131

323222121

313212111







AaAA

AAaA

AAAa

. 

За да има тази хомогенна система нетривиално решение, е необходимо и 

достатъчно нейната детерминанта да бъде равна на нула, т.е. 

0

333231

232221

131211











a

a

a

. 

Полученото по този начин алгебрично уравнение, наречено 

характеристично или секулярно, е едно кубично уравнение за определянето на 

a , и следователно то има три корена. Очевидно собствените стойности на тензор 

  от трети ранг са 3, като на всяка от тях съответства по един собствен вектор A


, 

определен като решение на линейната хомогенна система след заместване в нея 

на a  с всяка една от намерените вече три възможни (собствени) стойности. 

 

 
  Задача: (Стр. 63/Зад. 643

б
) Да се намерят собствените стойности и 

собствените вектори на тензора 

 (1) 

110

121

110 

 . 

 Решение: уравнението за собствените стойности на тензора има вида 

 (2) 0

110

121

110















. 

 Нека развием детерминантата, чрез която се представя горното кубично 

уравнение, по елементите на първия й стълб 

 (3) 0)]1()1[(1]1)1)(2)[((

110

121

11









 







, т.е. 

0]11[]122[ 2    )1(  

02)13( 2   , 

023 23   , 

023 23   . 



 Ако полиномът 23)( 23  P  разделим с полинома 1)(  Q  по 

правилото (схемата) на Хорнер, ще получим, че 

 (4) 22
)(

)( 2  




Q

P
, т.е. 

 (5) )22)(1(23 223   . 

 Така кубичното уравнение (3) добива вида 

 (6) 0)22)(1( 2   . 

 Един корен на това уравнение е 

 (7) 11  . 

 Другите два корена са решения на квадратното уравнение 0222   , за 

което 22 )32(12)2(4)2( D , така че 

 (8) 31
2

)32(2
3,2 


 . 

 И така трите собствени стойности на тензора   са 

 (9) 11  , 312  ,  313  . 

 Нека определим трите собствени вектора, съответстващи на трите 

собствени стойности (9).  

 На собствената стойност 11   ще съответства собствен вектор 

),,( 321 AAAA


, чиито три компоненти се явяват решения на системата уравнения 

(10) 

0)(

0)(

0)(

3133232131

3232122121

3132121111







AAA

AAA

AAA







,  

или в конкретния случай 

(11) 

0)11(.1.0

0.1)12(.1

0.1.1)10(

321

321

321







AAA

AAA

AAA

, т.е. 

0

0

0

2

321

321







A

AAA

AAA

. 

Щом 02 A , то от първите две уравнения на системата получаваме 

(12) 
0

0

31

31





AA

AA
. 

Но това са две идентични уравнения, т.е. системата е неопределена и 

допуска безброй много решения от вида 

(13) 3A  и 1A , 

където 0  е произволен скалар. Така за собствения вектор на тензора  , 

съответстващ на собствената стойност 11    получаваме 

 (14) ),0,(),,( 321  AAAAA


. 

 По аналогичен начин се определят и другите два собствени вектора, 

съответстващи на собствените стойности 312   и 313  . 

 

II.  ДИФЕРЕНЦИАЛНИ УРАВНЕНИЯ 
 



Тема: Диференциални уравнения с разделени променливи. Хомогенни  

ОДУ от първи ред. Уравнения, приводими към хомогенни 

 Теоретичен минимум 

(1.1) )().( tTxX
dt

dx
 .  

Функцията 

(1.2)   dttT
xX

dx
xt )(

)(
),( . 

представлява пръв интеграл на уравнението (1.1), а общото решение на това 

уравнение се дава с равенството 

 (1.3)  Cxt  ),( . 

Винаги следва да се проверява дали не се пропуска решение на ОДУ при 

0)( tX ! 

 

 2.) Хомогенни  ОДУ от първи ред 

(2.1) 









t

x
F

dt

dx
.   

С полагане:  
t

tx
tu

)(
)(   се получава УРП dt

tuuF

du 1

][



, което се интегрира  

(2.2) tC
uuF

du
.ln

][



 .  

Следва да се провери за изгубени решения на ДУ, явяващи се решения на 

алгебричното уравнение 0][ uuF . 

 

 3.) Уравнения, приводими към хомогенно 

 (3.1) 













111 ctbxa

cbtax
f

dt

dx
. 

Ако 0
11


ba

ba
 се полага  









t

x
,  в резултат от което се получава 

ДУ  













)..(

)..(

11111 cbaba

cbaba
f

d

d








.  Константите   и   в него се избират така, 

че свободните членове в числителя и знаменателя да се анулират, т.е.   и   се 

определят като решения на системата 
0..

0..

111 



cba

cba




. При такъв избор на 

константите   и   уравнението се превръща в уравнение  





















11
ba

ba
f

d

d
, 

което след почленно деление с     се трансформира в хомогенно ОДУ 

 (3.2) 







































11 ba

ba

f
d

d












. 



 Друг вариант на полагане за такива ДУ се основава на факта, че щом 

детерминантата 0 , то с точност до константа btax   и tbxa 11   съвпадат, т.е. 

)( 11 tbxabtax   , поради което е логично да положим напр. 

 (3.3) )(11 tutbxa  , и следователно (3.4) )(. tubtax  . 

 
 

  Задача: да се реши уравнението 022 /2/3/  xxx . 

 Решение: нека положим (най-вече за удобство) ux / . Така достигаме до 

следното кубично алгебрично уравнение 

 (1) 022 23  uuu  

 За да го решим, нека разложим полинома в лявата страна на (1) на прости 

множители. Чрез схема на Хорнер установяваме, че 

 (2) 231:22 223  uuuuuu . 

Така уравнението (1) добива вида 

 (3) 0)23)(1( 2  uuu  

 Квадратният тричлен 232  uu  на свой ред се разлага на прости 

множители 

 (4) )2)(1(232  uuuu , 

с което (3) добива вида 

 (5) 0)2)(1)(1(  uuu . 

От решаването на (5) получаваме следните 3 ОДУ 

 (6
а
) 1/ x     Ctx  ; 

 (6
б
) 1/ x    Ctx  ; 

 (6
в
) 2/ x    Ctx  2 . 

 

  Задача (Стр. 7/ Зад. 33) Интегрирайте диференциалното уравнение 

 (1) 0.. 2/ 









t

x
tgtxtxt . 

 Решение: нека разделим двете страни на горното уравнение с t  (при 0t ), 

след което го представим в нормален вид (т.е. решено относно производната) 

 (2) 









t

x
tg

t

x
x 2/ 1 . 

 Представено в този вид, то е очевидно хомогенно ОДУ, за което правим 

полагането 

 (3) 
t

tx
tu

)(
)(  ,  т.е. tux . , тогава 

 (4) utux  .// . 

 Заместваме (3) и (4) в (2) 

 (5) utguutu 2/ 1.  , или още 

 (6) 
uu

uu

u

u
utgtu

22

22

2

2
2/

cos

1

cos

sincos

cos

sin
11. 


 . 

 Така достигаме до следното УРП 



 (7) 
t

dt
duu 2cos    

 (8)   C
t

dt
duu lncos2 ; 

  Ctdu
u

lnln
2

2cos1



 ; 

  )(ln2cos
2

1

2

1
Ctduudu   ; 

  )(ln)2(2cos
4

1

2
Ctudu

u
  ; 

  )(ln2sin
4

1

2
Ctu

u
    

t

x
u  ; 

  ).ln(
2

sin
4

1

2

1
tC

t

x

t

x
 . 

 

 Задача (Стр. 8/ Зад. 69) Интегрирайте диференциалното уравнение 

 (1) 042)124( /  xtxtx . 

 Решение: нека представим уравнението в нормален вид (решено относно /x ) 

 (2) 
124

42/






tx

tx
x  при  0124  tx . 

 Понеже детерминантата 

 (3) 0
24

12





 , 

то даденото уравнение е приводимо към хомогенно чрез полагане (напр.) 

 (4) )(2 tutx  ,  

при което )(
2

1
tux   , и 

  (5) )1(
2

1 //  ux .  

След заместване на (4) и (5) в (2) получаваме 

 (6) 
12

4
)1(

2

1 /






u

u
u , т.е.  

  
12

9

12

)12()82(
1

12

82/














uu

uu

u

u
u ; 

  dtdu
u




9

12
 т.е.  УРП 

  Cdtdu
u





9

12
; 

  /
2

9

1

29

2
Ctu

u
 ; 

  /2 )(
9

1
Ctuu  ; 



 (7) Ctuu  9)1( . 

Ако заместим txu  2  от (4) в (7)1 получаваме решението 

 (8) Cttxtx  9)12)(2( . 

 

 Задача Интегрирайте диференциалното уравнение 

(1) 012///  xxx . 

Решение: лявата страна на горното уравнение може да се представи като 

производна по t  от функцията ( txx / ). Действително 

(2) 11][ //2//////  xxxxxxxtxx
dt

d
. 

С отчитането на този факт уравнение (1) добива вида 

(3) 0)( /  txxd , 

решението на което е 

 (4) 1
/ Ctxx  . 

 Представяме (4) в нормален вид 

 (5)  
x

tC

dt

dx 
 1 , или още (6) dttCdxx )( 1  . 

Интегрираме това УРП и получаваме общото решение на (1) 

 (7) 21 )( CdttCdxx   , т.е. 

 (8) 2

2

1

2

22
C

t
tC

x
 . 

 

 

 

Тема: Линейни ОДУ от първи ред. Уравнение на Бернули 

 Теоретичен минимум 

 

 4. Линейно ОДУ от първи ред  

 (4.1) )().( tBxtA
dt

dx
   

Общо решение:  

(4.2)      
CdtetBeCtx

dttAdttA )()(
).(),( . 

 

 5. Уравнение на Бернули 

 (5.1) nxtBxtA
dt

dx
).().(  ,   за  1,0n . 

С полагане nxy  1  то се свежда до линейно ДУ 

(5.2)  )().( ** tBytA
dt

dy
  

с коефициенти )1)(()(* ntAtA   и )1)(()(* ntBtB  . Неговото общо решение се 

дава с  

(5.3)     
CdtetBeCty

dttAdttA )(*)( **

).(),( ,  



а общото решение )(tx на уравнението на Бернули се изразява от полагането:  

(5.4) 









 nCtyCtx 1

1

),(),( . 

 

 
 Задача (Стр. 9 / Зад. 81) Да се интегрира уравнението 

 (1) tt eetxtx  12/ . 

Решение: ако представим уравнението в нормален вид 

(2) 


)1(

1

)(
)(

/


tB

tt

tA

eetx
t

x 







  

се вижда непосредствено, че то е линейно ОДУ, и неговото решение се дава 

с 

(3) 






  


CdtetBeCtx
dttAdttA )()(

)(),(  

 



















 




)1(1 lnln CdteeteeCdteeete ttttt

dt

ttt

dt

 

  
 )1()1( 1 CdteetCdtteett tttt  

    ))1()1(())(1( 2

1

CedetCedet tttt  

tCe
t

Cet tt .)1(
3

2
))1(

3

2
( 2

3

2

3

 . 

 

  Задача (Стр. 11/ Зад. 107) Интегрирайте уравнението: 2/2 xtxxt  . 

 Решение: при 0t  уравнението е представимо във вида 

 (1) 2

2

/ 11
x

t
x

t
x 

















 . 

  В този си вид даденото уравнение е бернулиево с 2n , затова 

полагаме 

 (2) 
x

xy n 11   . 

С направеното полагане то се свежда до линейното ДУ 

(3) )().( ** tBytA
dt

dy
  

с коефициенти 
t

ntAtA
1

)1)(()(*   и 
2

* 1
)1)(()(

t
ntBtB  , или 

 (4) 


















2

11

t
y

tdt

dy
. 

Общото решение на това линейно ОДУ се дава с  



(5) 




























 




















Cdte
t

eCty
dt

t
dt

t

1

2

1

.
1

),(  

  



















 




CdteteCdtete ttt

dt

t

dt

ln2ln2 ..  

   
t

Ct
CttCdtttCdtttt

)(ln
)(ln.

*
11121 

 
 . 

 

Общото решение )(tx на уравнението на Бернули се изразява от полагането:  

(6) 
tC

t

Ct

t

Cty
CtyCtx n

lnln),(

1
),(),(

**

1

1
















 . 

Както се вижда от полагането (2) направените дотук разглеждания са 

валидни за 0x . С непосредствена проверка в самото уравнение се установява, 

че 0x  е също решение на даденото ОДУ. 

 

 Задача (Стр. 11/ Зад. 112) Интегрирайте уравнението:  

(1) 4/ .sincos. xxttx  . 

 Решение: при 0t  уравнението е представимо във вида 

 (2) 4

)()(

/

cos

1

cos

sin
x

t
x

t

t
x

tBtA



















 . 

 Очевидно това е бернулиево ОДУ с 4n , затова полагаме 

 (3) 31   xxy n . 

С направеното полагане (2) се свежда до линейното ДУ 

(4) )().( ** tBytA
dt

dy
  

с коефициенти 
t

t
ntAtA

cos

sin
3)1)(()(*   и 

t
ntBtB

cos

1
3)1)(()(*  , или 

 (4) 


















t
y

t

t

dt

dy

cos

3

cos

sin3
. 

Общото решение на това линейно ОДУ се дава с  

(5) 




























 




















Cdte
t

eCty
dt

t

t
dt

t

t

cos

sin3

cos

sin3

.
cos

3
),(  




































 



Cdt
t

e
eCdte

t
e

t
tt

td

t

td

.
cos

3.
cos

1
3

cosln3
cosln3cos

)(cos3

cos

)(cos3

 
























 



Cdt
tt

tCdt
t

e
e

t
t .

coscos

1
3cos.

cos
3

3

3
cosln

cosln

3

3

 



















































 



C
t

dt

t
tC

t

dt
t

ttgdttg


2

1

2

3

4

3

coscos

1
3cos

cos
3cos

2

 

  







  CttgttgtCttgdttgt )

3

1
(3cos)()1(3cos 3323  

 tttgtttgtCCttgttgt 333333 cos.3cos.cos)3(cos  

 )sin1.(sin3sincoscos.sin3sincos 233233 ttttCttttC  

tttCttttC 33333 sin2sin3cossin3sin3sincos  . 

И така общото решение на (4) се дава с 

(6) tttCCty 33 sin2sin3cos),(  . 

А общото решение на (1) с отчитане на полагането 3 xy , т.е. 3/1 yx , се 

дава с 

(7) 3

1

33 }sin2sin3cos{),(


 tttCCtx . 

С непосредствена проверка в самото уравнение се установява, че 0x  е 

също решение на даденото ОДУ. 

 
 

Тема:  ДУ, които се решават след предварително диференциране. 

Уравнения на Лагранж и Клеро 

 Теоретичен минимум 
 

 6.А. Уравнение на Лагранж:   

(6.1)    // . xBtxAx  . 

С полагане  
/xp   и диференциране на самото уравнение то добива вида 

 
 

 
 pAp

pB
t

pAp

pA

dp

td







//

. . Разглеждано като ОД уравнение от първи ред относно 

„функцията” )(ptt   то е линейно уравнение, имащо решение 







  


CdpepBeCpt

dppAdppA )(

0

)( 00 ).(),( . 

С така намерената функция ),( Cptt   се замества в изходното уравнение и 

се получава ),()(),().( CpxpBCptpAx  . По този начин представянето  

(6.2) 
),(

),(

Cpxx

Cptt




 

задава параметрично решението на уравнението на Лагранж. „Изгубени” 

решения биха могли да се получат, ако   0 pAp . Последните са особени 

решения.  

 

6.Б. Уравнение на Клеро 

(6.3)  // .)( xBtxx  . 



Уравнението на Клеро се явява частен случай на уравнението на 

Лагранж, за което   // xxA  , т.е. 0)(  ppA . С полагане  
/xp   и 

диференцирате на самото уравнение то добива вида     0. /  pBt
dt

dp
, което се 

„разпада” на следните две уравнения:  

(А) 0
dt

dp
    и    (Б)   0/  pBt . 

Решението на първото от тях е )(.),( CBtCCtx  , което представлява общо 

решение (общ интеграл) на уравнението на Клеро. От другото уравнение (Б) се 

получава (в параметричен вид) особеното решение 

 (6.4) 
 

)()(. /

/

pBpBpx

pBt




. 
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  Задача (Стр. 16/ Зад. 202) Да се интегрира уравнението: // ln2 xxtx  . 

 Решение: ако запишем даденото уравнение във вида 

 (1)  )ln()2(

)(

/

)(

/

//


xBxA

xtxx   

се вижда непосредствено, че то е ДУ на Лагранж. За да го решим, полагаме 

)()(/ tptx  , след което диференцираме (1) 

 //

/

//// )(
1

)(22 x
x

xtxx


 , или още //

/

/ )(2
1

xt
x

x 







 ,  което с 

отчитане на направеното полагане може да бъде записано във вида 

 (2) /2
1

pt
p

p 







 , или още (3) 

dt

dp
ptp )21(2  . 

 Разглеждано като ДУ относно „функция” )(ptt   с аргумент p  то може да 

бъде записано във вида 

 (4) 
22

1221

p
t

pp

pt

dp

dt












 , 

а представено в този си вид уравнение (4) е линейно ОДУ от първи ред, чието 

общо решение се дава с 

  
































 




















Cdte
p

eCpt
dp

p
dp

p

2

2

2

.
1

),(  

  































 




Cdte
p

eCdte
p

e ppp

dp

p

dp

ln2

2

ln2
2

2

2

.
1

.
1

 

  )(
1

.
11

.
1

2

2

22

ln

2

ln 22

Cp
p

Cdtp
pp

Cdte
p

e pp 


























 



. 

 И така получихме 



 (5) )(
1

),(
2

Cp
p

Cpt  . 

 Ако с така намерената функция )(ptt   заместим в изходното ДУ (1), 

отчитайки полагането )()(/ tptx  , получаваме 

 (6) pC
p

pCp
p

pCpx ln
2

2ln)(
1

2),(
2

 . 

 Уравненията (5) и (6) изразяват в параметричен вид интегралната крива на 

ДУ (1). 

 

 Задача (Стр. 16/ Зад. 206) Да се интегрира уравнението: 1. 2//  xtxx . 

 Решение: нека решим даденото ДУ относно неизвестната функция х. За 

целта делим двете му страни с 0/ x . 

 (1) )()(
1 //

/

/ xBtxA
x

txx  . 

 Очевидно това е уравнение на Клеро, затова полагаме )()(/ tptx   и 

диференцираме двете страни на (1) 

 (2) //

2/

//// )(
1

).( x
x

xtxx  , 

откъдето следва уравнението 

 (3) 


0
1

0
0

2

















dt

dp

p
t



. 

 Общото решение на ДУ (1) се дава с решението на 

 (4) 0
dt

dp
   Cp  , но 

dt

dx
p  ,  следователно 

 (5) C
dt

dx
    )(.),( CconsttCCtx  . 

 Интеграционната )(Cconst  може да бъде определена от (1), ако в него 

заместим (формално) /xC  . Така получаваме представянето 
C

tCx
1

.  , 

сравняването на което с (5) води до заключението, че 
C

Cconst
1

)(  . С отчитането 

на този факт общото решение (5) ще добие вида 

 (6) 
C

tCCtx
1

.),(       /уравнение на сноп прави с променлив ъглов коефициент/ 

 Както следва от (3), особеното решение на (1) се задава със съотношението 

 (7) 0
1
2


p
t , т.е. 

2

1

p
t  . 

 Заместваме така намереното представяне (7) за t  в уравнение (1) и 

получаваме, отчитайки полагането px /  



 (8) 
ppp

px
211

.
2














 . 

 Така параметричното уравнение на особеното решение се дава с 

 (9) 

p
x

p
t

2

1
2





. 

 Елиминирането на параметъра не винаги е възможно, но в дадения случай 

се извършва елементарно: изразяваме 
t

p
1

  и заместваме в 
p

x
2

 : 

 (10) t
p

x 2
2
  - особеното решение на даденото ДУ. 

 

 Задача (Стр. 16/ Зад. 209) Да се интегрира уравнението 

(1) /22/ .2 xttxx  . 

 Решение: даденото уравнение не спада към нито един от двата класически  

вида (уравнение на Лагранж и уравнение на Клеро), но въпреки това може да бъде 

интегрирано чрез техниката на предварително диференциране. За целта най-

напред полагаме 

 (2) )()(/ tptx  , 

с което даденото уравнение, решено относно неизвестната функция x  добива 

вида 

 (1
/ 
) )].([

2

1 2 pttpx  , 

след което го диференцираме по t : 

  /////// ).(2)(22 xtxtxxx  , или още 

  // .2.2 pttppp  , 

  
dt

dp
tptp )2(2  , откъдето при 02  tp  

 (3) 

p

t

p

t

tp

tp

dp

dt

21

2

2

2









 . 

Полагаме 

 (4) 
)(

)(
tp

t
tu  ,  т.е. upt .  и 

 (5) 
dp

du
puup

dp

d

dp

dt
 ).(  

След отчитането на (4) и (5) в (3) достигаме до следното ДУ 

 (6) 
u

u

dp

du
pu

21

2




 , откъдето следва 



      
u

u

u

uuu

u

uuu

u

u
u

u

u
u

u

u

dp

du
p

21

)1(2

21

22

21

)21()2(

21

21

21

2

21

2 22





























 , 

 (7) 
p

dp
du

u

u













21

21

2

1
. 

 Интегрираме това ДУ с РП 

 Cp
u

duu

u

du
lnln

1

.

12

1
22







 ; 

 ).ln(
1

)1(

2

1

2

1
2

2

pC
u

ud
uarctg 




  ; 

 ).ln()1(ln
2

1

2

1 2 pCuuarctg    2  

 ).ln(2)1(ln 2 pCuuarctg  ; 

 ]).)(1[(ln 22 pCuuarctg   

Ако отчетем полагането 
p

t
u  , получаваме 

 

























 22

2

2

1ln pC
p

t

p

t
arctg , или още 

 (8)  )(ln 222 ptC
p

t
arctg  . 

 Обобщение на решението: 

 а)  уравнение (1
/
 ) дава ),( ptxx   

 б)  уравнение (8) дава ),( Cptt  , 

с което е намерено параметрично представяне на общото решение. 

 „Изпуснати” решения биха могли да дойдат от делението с tp 2 . Ако 

02  tp , то tx 2/  , т.е. dttdx 2 ,  следователно consttx  2  е уравнението на 

изгубеното решение. Би могло да се провери дали consttx  2  не следва от 

общото решение, но това би било трудоемка задача предвид на това, че (8) е 

трансцедентно уравнение. 

 
 

Тема:  Уравнения на пълен диференциал. Интегриращ множител 

 Теоретичен минимум 

 7. Уравнения на пълен диференциал 
 Общ вид:   

(7.1) 0),(),(  dxxtQdtxtP . 

 Ако е изпълнено условието  

(7.2) 
t

xtQ

x

xtP








 ),(),(
,  

уравнението е уравнение на пълен диференциал, т.е. лявата му страна е ),( xtd  

и един негов пръв интеграл ще бъде  



(7.3)  
x

x

t

t

dxxtQdtxtPxt

00

),(),(),( ,  

а общото му решение се представя с Cxt  ),( . 

 

Интегриращ множител 
Ако горното условието не е изпълнено, то уравнение не е уравнение на 

пълен диференциал. За него се търси такава функция ),( xt  , наречена 

интегриращ множител, която умножавайки двете страни на уравнението го 

превръща в уравнение на пълен диференциал, за което 

 (7.4) )],().,([)],().,([ xtQxt
t

xtPxt
x










,  

Намирането на функцията ),( xt   от горното уравнение в общия случай 

е твърде трудна задача. Затова е по-удобно да се започне с някои частни случаи. 

 А) Първи случай: )(t  . 

Интегриращият множител в този случай е 

(7.5)  
dttf

et
)(

)( ,   където 


















t

xtQ

x

xtP

xtQ
tf

),(),(

),(

1
)( .  

Б) Втори случай: )(x  . 

Интегриращият множител в този случай е 

(7.6) 
dxxg

ex
)(

)( ,  където 
















x

xtP

t

xtQ

xtP
xg

),(),(

),(

1
)( . 
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 Задача ( Стр. 13/ Зад. 149) Да се интегрира уравнението: 

 (1) 03cos. 22/  txtgxxt  

 Решение: 

 0)3(
cos

2

2









txtg

dt

dx

x

t
  dt  

 (2) 0
cos

)3(

),(

2

),(

2 







 dx

x

t
dttxtg

xtQ
xtP 


. 

 Нека проверим дали това е уравнение на пълен диференциал, т.е. дали  

 (3) 
t

xtQ

x

xtP








 ),(),(
. 

   
x

txtg
xx

xtP
2

2

cos

1
)3(

),(










; 

 
xx

t

tt

xtQ
22 cos

1

cos

),(


















. 

Очевидно условието (3) е изпълнено и това е ДУ на пълен диференциал, 

чийто пръв интеграл се явява 



(4) 







 

xtxt

dx
x

t
dttxtgdxxtQdtxtPxt

0
2

0

2

00 cos
)3(),(),(),(  

3

0

3

0
2

0

2

0

.2)(.
cos

3 txtgtxtgdttxtgt
x

dx
tdttdtxtg

xxtt

  . 

Общото решение на това ДУ се представя с Cxt  ),( , т.е. 

(5) Ctxtgt  3.2 . 

 

 Задача ( Стр. 14/ Зад. 161) Да се интегрира уравнението: 

 (1) 0).(ln)1( //   x
x

t
xexe tx . 

 Решение: нека представим уравнението във вида 0),(),(  dxxtQdtxtP : 

  0.
.

ln
. //  x

ex

t

e

x
xee

tt

xx , 

  0
ln

.
.




















t

x

t

x

e

x
e

dt

dx

ex

t
e   texdt ..  

  0)ln..()..(  dtxxeexdxteex txtx , 

 (2) 0.).()ln..(

),(),(

 dxteexdtxxeex

xtQ

tx

xtP

tx

  
. 

 Нека най-напред проверим дали (2) не е уравнение на пълен диференциал, 

т.е. дали 

 (3) 
t

xtQ

x

xtP








 ),(),(
. 

  
1

1.ln.)ln..(
),( 









xxxeexeexxeex

xx

xtP txtxtx . 

   1.).(
),(









 txtx eexteex
tt

xtQ
. 

 Очевидно 
t

xtQ

x

xtP








 ),(),(
, следователно (2) не е уравнение на пълен 

диференциал, т.е. налага се да търсим интегриращ множител ),( tx  . А такъв 

се търси най-често за следните два частни случая: 

 А)  )(t  . За целта трябва да бъде изпълнено 

 (4) )(
),(),(

),(

1
tf

t

xtQ

x

xtP

xtQ















. 

 Нека проверим дали това обстоятелство е налице: 

    
само

tx

tx
txtxtx

tx
tf

teex

xee
eexxeexee

teex
)(

).(

ln
)1.()1ln.(

).(

1








. 

Б)  )(x  . За целта трябва да бъде изпълнено 

 (5) )(
),(),(

),(

1
xg

x

xtP

t

xtQ

xtP















. 

 Нека проверим дали това обстоятелство е налице: 



    )(
1

)ln.(

)ln(
)1ln.()1.(

)ln..(

1
xg

xxeex

xee
xeexeeeex

xxeex tx

tx
txtxtx

tx








. 

 Щом това е така, то функцията 

 (6) 
x

eeeex xxx

dx

dxxg 1
)(

1lnln)(



  

се явява интегриращ множител на (2). Умножаваме с 
x

x
1

)(   изходното 

уравнение (2): 

  0)..(
1

)ln..(
1

 dxteex
x

dtxxeex
x

txtx , 

 (7) 0.)()ln(

),(""
),(""

 dx
x

t
eedtxee

txQнова

tx

txPнова

tx




. 

 Лесно се проверява, че това е уравнение на пълен диференциал, защото 

  
x

eexee
xx

xtP txtx 1
)ln(

),(










; 

   
x

ee
x

t
ee

tt

xtQ txtx 1
)(

),(










, т.е. 

t

xtQ

x

xtP








 ),(),(
. 

Пръв интеграл на уравнение (7), респективно (2), ще бъде  

 
x

tx
t

tx
xt
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Общото решение на това ДУ се представя с равенството Cxt  ),( , т.е. 

(9) constxte tx  ln. . 

 

 Задача: Да се интегрира уравнението: 

 (1) 0)( /2///  xxxtx . 

 Решение: лявата страна на това ОДУ от втори ред може да се представи 

като пълен диференциал от някаква функция, ако се използва факта, че както 

директно може да се провери 
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Следователно уравнение (1) може да бъде записано във вида 
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d
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откъдето следва 



 (5) 1
/ 2).( Cxxtx  , 

с което сведохме изходното ДУ до уравнение от първи ред. 

 Уравнение (5) ще решим като го сведем до уравнение на пълен 

диференциал, определяйки негов интегриращ множител. Нека за целта най-напред 

го представим в стандартния за този тип уравнения вид: 
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 Нека проверим дали евентуално (6) не е уравнение на пълен диференциал: 
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Тогава нека потърсим интегриращ множител на (6) напр. от вида )(x  . 

За целта трябва да бъде изпълнено 
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 Щом това е така, то функцията 
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 И така интегриращият множител на уравнение (6) е функцията 
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 Щом уравнение (10) е уравнение на пълен диференциал (може да бъде 

проверено елементарно), то негов пръв интеграл ще бъде функцията 
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 Нека решим поотделно горните два интеграла: 
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 Заместваме така намерените стойности на двата интеграла 1I  и 2I  в (11) и 

получаваме 
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След намирането на първия интеграл ),( xt  общото решение на това ДУ се 

представя с равенството 2),( Cxt  , т.е. 
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където  1C  и 2C  са двете интеграционни константи на това ОДУ от втори ред. 



 Задача: Да се интегрира уравнението 
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 Решение: проверяваме дали не е уравнение на пълен диференциал 
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 Очевидно това е уравнение на пълен диференциал, и неговият пръв 
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Нека решим отделно двата интеграла 1I  и 2I  (по части): 
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Заместваме така намерените интеграли в (4) 
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 Задача: Да се интегрира уравнението 



 (1) 0cos)cos3(sin. 2/  xxtxxt . 

 Решение: уравнението съдържа неизвестната функция в трансцедентните 

функции xsin  и xcos , затова е немислимо да търсим някакъв познат тип ДУ. Ето 

защо нека представим уравнението във вид, удобен за работа при уравнения с 

пълен диференциал.  
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Проверяваме дали не е уравнение на пълен диференциал 
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Очевидно (1) не е уравнение на пълен диференциал, затова ще търсим 
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При такъв интегриращ множител уравнение (2) добива вида 
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Общото решение на (1) е 
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 

Тема:  Линейни хомогенни обикновени диференциални уравнения 

(ЛХОДУ) от ред, по-висок от първи, с постоянни коефициенти 

 Теоретичен минимум 

 Общ вид: 

 0..... 0
)1(
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1
)(  

 xaxaxaxa n
n

n
n . 

 8. Линейни хомогенни обикновени диференциални уравнения от втори 

ред. 

ЛХОДУ от втори ред 

(8.1) 0... ///  xcxbxa . 

Характеристично уравнение 0.. 2  cba   с корени 1  и 2 .  

 

 Случай 1: Корените 1  и 2  са реални и различни помежду си:  
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Случай 2: Корените 1  и 2  са реални, но равни помежду си 021     
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Случай 3: Корените 1  и 2  са имагинерни и комплексно-спрегнати 

(винаги), т.е.  .1 i  и  .2 i .  
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 Уравнение на Ойлер 
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За да се сведе до уравнение с постоянни коефициенти, в него се прави 

полагането et  , след което уравнението добива вида 
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n ,  

и в този си вид то е ЛХОДУ с постоянни коефициенти. След намирането на 

общото му решение ),....,,,()( 21 nCCCxx    се възстановява „оригиналната” 

променлива t , като за целта се замести навсякъде tln , с което се получава 

окончателно ),....,,,()( 21 nCCCtxtx  . 

 
 

  Задача:  
 



 

Тема:  Линейни нехомогенни обикновени диференциални уравнения 

(ЛХОДУ) от ред, по-висок от първи, с постоянни коефициенти 

 Теоретичен минимум 

9. Линейни нехомогенни обикновени диференциални уравнения 

 (9.1) )(..... 0
)1(

1
)1(

1
)( tdxaxaxaxa n

n
n

n  
 . 

 Общото им решение се представя във вида 

(9.2)  )()()( 0 txtxtx  ,  

където: 

  )(0 tx  - общо решение на хомогенното на (9.1) уравнение; 

  )(tx  - едно частно решение на нехомогенното уравнение (9.1). 

 

 За намиране на частно решение на нехомогенно уравнение са приложими 

два метода: 

1) Метод на полагането (приложим за уравнения с постоянни 

коефициенти и специален вид на дясната страна), и 

2)  Метод на Лагранж (метод на вариране на интеграционните 

константи), приложим за уравнения с непостоянни коефициенти. 

Удобен за намиране на частни решения на нехомогенни уравнения, за 

които са известни (вече) общите решения на съответните им хомогенни 

уравнения. 

 

I. Същност на метода на полагането за намиране на частни решения на 

ЛНхОДУ 
За случая на ЛНхОДУ от втори ред с постоянни коефициенти, т.е. 

уравнения от вида 

(9.3) )(... /// tdxcxbxa  , като може  и    



m

k
k tdtd

1

)()( . 

Методът се прилага за ЛНхОДУ с дясна страна, имаща представяне (или 

сбор от представяния) от някои от следните характерни видове: 

 

А)  )()( . tPetd n
t .  

В този случай частно решение се търси във вида 

(9.4) n
n

n
n

tS
n

tS taettPettx 



0

.. .)(.)(  , 

 където:  

 s  - кратност на корена   в характеристичното уравнение 

0.. 2  cba  ; 

 )(tPn - полином от n -та степен с неизвестни (подлежащи на определяне) 

коефициенти na . 

*Забележки:  

(1) когато   не е корен на характеристичното уравнение, то 0s , 

(2) ако имаме просто )()( tPtd n , то частно решение се търси във вида 

)()( tPtx n , ако разбира се 0  не е корен на характеристичното уравнение. А 



ако 0  е s -кратен корен на характеристичното уравнение, то частно решение 

се търси във вида )(.)( tPttx n
s . 

 

Б)  ).sin).(.cos).(()( . ttQttPetd nn
t   .  

В този случай частно решение се търси във вида  

(9.5) ).sin).(.cos).(.()( . ttQttPettx nn
tS    ,  

където:  

 s  - кратност на корена  .i  в характеристичното уравнение 

0.. 2  cba  ; 

  )(tPn , )(tQn  - полиноми от n -та степен с неизвестни (подлежащи на 

определяне) коефициенти. 

*Забележки:  

(1) решението се търси в този вид дори ако дясната страна на ДУ съдържа 

само едната от двете тригонометрични функции, т.е. само ttPetd n
t .cos).()( .   

или пък само  ttQetd n
t .sin).()( .  ; 

 

(2) ако ttQttPtd nn .sin).(.cos).()(   ,  т.е. 0 , трябва да се провери дали 

 ..0 ii   не е корен на характеристичното уравнение: 

 - ако да, то ).sin).(.cos).(()( ttQttPttx nn   , понеже 1s    и   0 ; 

 - ако не, то ttQttPtx nn .sin).(.cos).()(   ,      понеже 0s    и   0 . 

 

В)  )(.)( )..( tZetd n
ti  . 

В този случай частно решение се търси във вида  

(9.6) )(.)( )..( tZettx n
tiS  ,  

където:  

 s -кратност на корена  .i  в характеристичното уравнение 

0.. 2  cba  ; 

  )(tZn - полином от n -та степен с неизвестни (подлежащи на 

определяне) коефициенти. 

*Забележка:  

Уравнения с дясна страна ttPetd n
t .cos).()( .   или ttPetd n

t .sin).()( .    

също могат да бъдат решени по този начин. За целта вместо уравнението 

)(... /// tdxcxbxa   се разглежда уравнението  

(9.7) )(... //// tdzczbza  ,  

където  

(9.8) )(.)(.)( )..(.../ tPetPeetd n
ti

n
tit    ,  

т.е. точно уравнение от тип (В), само че „обобщено” в комплексната област. Ето 

защо негово частно решение се търси във вида  

(9.9) )(.)( )..( tPettz n
tiS  .  

Накрая се обособяват реалната и имагинерната части на решението )(tz : 

 )(Im.)(Re)( tzitztz  . 



За да получим решението )(tx   от решението )(tz , правим следното: 

 -    ако решаваме уравнение с ttPetd n
t .cos).()( .  , то )(Re)( tztx  , а 

 

- ако решаваме уравнение с ttPetd n
t .sin).()( .  , то  )(Im)( tztx  . 

 

Приложен по гореописания начин този подход е дори за предпочитане при 

уравнения с дясна страна ttPetd n
t .cos).()( .   или ttPetd n

t .sin).()( .  , защото 

- при него се търсят и определят два пъти по-малко константи, отколкото 

ако се работи с тригонометрични функции, и 

- при диференциране в изрази, съдържащи експоненти вместо 

тригонометрични функции, се получават значително по-малко и по-

опростени и „олекотени” изрази.  

 
 

  Задача (Стр. 30/ Зад. 401) Да се реши уравнението 

 (1) texxx 4/// 265  . 

Решение: общото решение на (1) има вида 

(2) )()()( 0 txtxtx  ,  

където: 

  )(0 tx  - общо решение на хомогенното на (1) уравнение; 

  )(tx  - едно частно решение на нехомогенното уравнение (1). 

    А) Общото решение на хомогенното на (1) уравнение 

(3) 065 ///  xxx  

се изразява чрез корените на характеристичното му уравнение 

 (4) 0652   , 

които са 3;22,1  . Тогава общо решение на (3) има вида 

 (5) tt eCeCtx 3
2

2
10 )(  . 

    Б) Частно решение на нехомогенното уравнение (1) ще търсим по метода на 

полагането. При дясна страна tt etPetd 4
0

4 )(2)(   и при положение, че 4  не е 

корен на характеристичното уравнение (3), т.е. 0s , частно решение ще търсим 

от вида 

 (6) tttS CeCettPettx .4.40
0

. .)(.)(   . 

 Нека определим )(/ tx  и )(// tx : 

  tCetx .4/ 4)(  ; 

 tCetx .4// 16)(  . 

Заместваме )(/ tx  и )(// tx  в (1) 

(7) tttt eCeCeCe 4.4.4.4 264.516    02: 4 te  

(8) 13108  CCC ,  т.е. 1C , 

следователно частното решение (6) при тази стойност на константата С добива 

вида 

 (9) tetx .4)(  . 



 Накрая заместваме )(0 tx  от (5) и )(tx  от (9) в (2) и за общото решение на (1) 

получаваме 

 (10) ttt eeCeCtxtxtx 43
2

2
10 )()()(  . 

 

 Задача (Стр. 30/ Зад. 410) Да се реши уравнението 

 (1) ttxx 3cos29//  . 

Решение: общото решение на (1) има вида 

(2) )()()( 0 txtxtx  ,  

където: 

  )(0 tx  - общо решение на хомогенното на (1) уравнение; 

  )(tx  - едно частно решение на нехомогенното уравнение (1). 

    А) Общото решение на съответното на (1) хомогенно уравнение 

(3) 09//  xx  

се изразява чрез корените на характеристичното му уравнение 

 (4) 092   , 

които са  

 i


 302,1  , т.е. 0 , 3 . 

Тогава общо решение на (3) има вида 

 (5) tCtCtCtCetx t 3sin3cos}3sin3cos{)( 21210   . 

    Б) Частно решение на нехомогенното уравнение (1) ще търсим по метода на 

полагането. При 0  и при дясна страна  

  }.sin.)(.cos.)({3cos2)(

0

1

2

1

1

. ttQttPetttd

t

t     

частно решение на (1) ще търсим във вида  

(6) ).sin).(.cos).(.()( 11
. ttQttPettx tS   . 

където:  

 s  - кратност на корена 30. ii    в характеристичното уравнение 

(4), като в случая 1s ; 

  )(1 tP , )(1 tQ  - полиноми от първа степен с неизвестни (подлежащи на 

определяне) коефициенти. 

 При отчитане на всички упоменати по-горе обстоятелства частното решение 

(6) би следвало да изглежда още така 

 (7) }.3sin).(.3cos)..{()( tdcttbatttx  . 

 

 Нека определим )(/ tx  и )(// tx  : 

  }.3sin..3cos..{}.3sin).(.3cos).{()(/ tctattdcttbattx  

  }.3cos)3).((.3sin)3).(.{( tdcttbatt  

 
  tdcttbat .3sin).(.3cos).(  

  }.3sin..3cos..3sin)(3.3cos)(3.{ tctatbattdctt  

 
  tdcttbat .3sin).(.3cos).(  



 }.3sin)33(.3cos)33.{( tcbattadctt  . 

 

  tdcttbattctatx .3cos)3).((.3sin)3).((.3sin..3cos.)(//  

 }.3sin)33(.3cos)33{( tcbattadct  

 }.3sin3.3cos3.{}.3cos)3)(33(.3sin)3)(33.{( tatcttcbattadctt  

 
 tbattdcttcta .3sin).(3.3cos).(3.3sin..3cos.  

 tcbattadct .3sin)33(.3cos)33(  

 }.3sin3.3cos3.3cos)33(3.3sin)33(3.{ tatctcbattadctt  

 
 tcbattadct .3sin)266(.3cos)266(  

 }.3cos)699(.3sin)699.{( tcbattadctt  

 
 tcbattadct .3sin)266(.3cos)266(  

}.3cos.3sin.{6}.3sin)(.3cos).{(9 tctattdcttbatt   

 

Заместваме )(tx  и )(// tx  в (1), т.е. в  ttxx 3cos29//  : 

 
  tcbattadct .3sin)266(.3cos)266(  

 }.3cos.3sin.{6}.3sin)(.3cos).{(9 tctattdcttbatt  

tttdcttbatt 3cos2}.3sin).(.3cos)..{(9   

 

 След съкращения и приведения получаваме 

(8) tttcbattadct 3cos2.3sin)2612(.3cos)2612(  , 

или още (в по-удобен за сравнения вид) 

 

(9)   tttcbttatadttc 3cos2.3sin)26(.3sin12.3cos)26(.3cos12

0002

  . 

Нека сравним полиномните коефициентите пред t.3cos  и t.3sin  от двете 

страни на (9). Така получаваме следната система от 4 уравнения за четирите 

неизвестни полиномни коефициенти dcba ,,, : 

 (10
а
) 212 c ,    6/1c ; 

 (10
б
) 012 a ,    0a ; 

 (10
в
) 026  ad ,    0d ; 

 (10
г
) 026  cb ,    18/1).3/1(  cb . 

 Заместваме така намерените коефициенти в (7) и за частното решение на (1) 

получаваме 

 (11) 







 t

t
tttdcttbatttx .3sin

6
.3cos

18

1
.}.3sin).(.3cos)..{()( . 

 Накрая заместваме )(0 tx  от (5) и )(tx  от (11) в (2) и за общото решение на 

(1) получаваме 

 (12)  t
t

t
t

tCtCtxtxtx .3sin
6

.3cos
18

3sin3cos)()()(
2

210  



       t
t

Ct
t

C 3sin
6

3cos
18

2

21 





















 . 

 

 Задача Да се реши уравнението 

 (1) tettxxx 22////// .34  . 

Решение: общото решение на (1) търсим от вида 

(2) )()()( 0 txtxtx  ,  

където: 

  )(0 tx  - общо решение на хомогенното на (1) уравнение; 

  )(tx  - едно частно решение на нехомогенното уравнение (1). 

    А) Общото решение на хомогенното на (1) уравнение 

(3) 034 //////  xxx  

се изразява чрез корените на характеристичното му уравнение 

 (4) 034 23   , или още 0)34( 2    

които са 01  , 12   и 33  . Тогава общо решение на (3) има вида 

 (5) ttttt
eCeCCeCeCeCtx 3

3213210
321)( 


. 

    Б) Частно решение на нехомогенното уравнение (1) ще търсим по метода на 

полагането. При дясна страна 

(6) ttt etQetPetttd 2
1

.0
2

22 ).()(.)(   

уравнение (1) допуска частно решение от вида 

 (7) tStS etQtetPttx .2
1

.0
2 )()()(

/

 , 

където: 

  s  - кратност на корена 0  на (4), или в случая 1s ; 

  /s  - кратност на корена 2  на (4), или в случая 0/ s . 

 Следователно частно решение на (1) ще търсим във вида: 

 (8) tt efdtctbtatefdtcbtatttx .223.22 )()()().()(  . 

 Нека определим производните )(/ tx , )(// tx  и )(/// tx : 

   ttt edfdtcbtatefdtedcbtatx .22.2.22/ )22()23()(2.)23(  ; 

   ttt edfdtbatedfdtedbatx .2.2.2// )(426)22(2.2)26(  ; 

   ttt edfdtaedfdtedax .2.2.2/// ).322(46).(8.46  . 

 

Заместваме )(/ tx , )(// tx  и )(/// tx  в (1), т.е. в tettxxx 22////// .34   и 

рационализираме: 

 ])(426[4).322(46 .2.2 tt edfdtbatedfdta  
tt ettedfdtcbtat 22.22 .])22()23[(3  ; 

 

 }3698246{ 2 cbtatbata  
tt ettdfdtdfdtdfdte 22.2 .}3661616161288{  ; 

 



(9) tt ettdfdtecbatabat 22.22 .}22{)}386()246(9{  . 

Сравняваме еднотипните алгебрични компоненти от двете страни на 

равенство (9) 

(10
а
)  0.0.1)386()246(9 2

00

2

1

 ttcbatabta  ,  и 

(10
б
) tt

t

etedfdt 2.2 ).0.1()22( 
  

. 

Така достигаме до следната система от алгебрични уравнения за 

неизвестните коефициенти fdcba ,,,, : 

(11
а
) 19 a ,   

9

1
a ; 

(11
б
) 0246  ab ,  т.е. ab 4     

9

4
b ; 

(11
в
) 0386  cba ,  т.е. )

9

6

9

32
(

3

1
)68(

3

1
 abc     

27

26
c ; 

(11
г
) 12  d ,   

2

1
d ; 

(11
д
) 02  df ,   

4

1

2


d
f . 

 

Частното решение (8) при тази стойност на константите добива вида 

 (12)  tefdtcbtatttx .22 )()()(  

  tt ettt
t

etttt .22.22 )
2

1
(

2

1
)

3

26
4(

9
)

2

1

4

1
()

27

26

9

4

9

1
(  . 

 Накрая заместваме )(0 tx  от (5) и )(tx  от (12) в (2) и за общото решение на 

(1) получаваме 

 (13) ttt ettt
t

eCeCCtxtxtx .223
3210 )

2

1
(

2

1
)

3

26
4(

9
)()()(  . 

 

 Задача Да се реши уравнението 

 (1) teetxxx tt 2sin22 ///  . 

Решение: общото решение на (1) има вида 

(2) )()()( 0 txtxtx  ,  

където: 

  )(0 tx  - общо решение на хомогенното на (1) уравнение; 

  )(tx  - едно частно решение на нехомогенното уравнение (1). 

    А) Общото решение на съответното на (1) хомогенно уравнение 

(3) 02 ///  xxx  

се изразява чрез корените на характеристичното му уравнение 

 (4) 0122   , 

които са  

12,1  , т.е. двукратен корен. 



При това обстоятелство общо решение на (3) ще има вида 

 (5) ttt etCCetCeCtx )..(..)( 21210   . 

    Б) Частно решение на нехомогенното уравнение (1) ще търсим по метода на 

полагането. При дясна страна от вида 

(6) ttQeetPteettd tttt 2sin)()(2sin2)( 01    

ще търсим частно решение на (1) във вида  

(7) }2cos)(2sin)({)()( 001

/

ttRttQetetPttx tStS  . 

където:  

 s  - кратност на корена 1  в характеристичното уравнение (4), като 

в случая 2s ; 

 /s  - кратност на корена (ако изобщо има такъв) i21/   в 

характеристичното уравнение (4), като в случая 0/ s ; 

  )(1 tP , ),(0 tQ  )(0 tR  - полиноми от първа и нулева степени с неизвестни 

(подлежащи на определяне) коефициенти. 

 С отчитане на всички упоменати по-горе съображения частното решение (7) 

следва да търсим във вида 

 (8) }2cos2sin.{)()( 2 tdtceebatttx tt  . 

 Нека определим )(/ tx  и )(// tx : 

  ttt ebattebatteattx )()(2)( 22/  

   }2sin22cos.2{}2cos2sin.{ tdtcetdtce tt  

   tt etdctdcebttbaat }2sin)2(2cos)2{(}2)3({ 23  
tetdctdcbttbaat }2sin)2(2cos)2(2)3({ 23  . 

 

  tt ebttbaatebtbaattx }2)3({}2)3(23{)( 232//  

 tt etdctdcetdctdc }2sin)2(2cos)2{(}2cos)2(22sin)2(2{  

 

 tt etdctdcebtbatbaat }2sin)43(2cos)34{(}2)46()6({ 23  
tetdctdcbtbatbaat }2sin)43(2cos)34(2)46()6({ 23  . 

 

Заместваме )(tx  и )(// tx  в (1), т.е. в  teetxxx tt 2sin22 ///  : 

 

 tetdctdcbtbatbaat }2sin)43(2cos)34(2)46()6({ 23  

 tetdctdcbttbaat }2sin)2(2cos)2(2)3({2 23  
tt ettetdtctbat )2sin2(}2cos2sin.){( 2   

 Ако съкратим двете страни на горното уравнение с 0te  и 

рационализираме, ще получим 

 tdctdcbtbatbaat 2sin)43(2cos)34(2)46()6( 23  

 tdctdcbttbaat 2sin)2(22cos)2(24)3(22 23  

tttdtctbat 2sin22cos2sin.)( 2  , т.е. 



 

(9) tttctdbat 2sin22sin42cos4)26(  . 

 Нека в (9) сравним еднотипните алгебрични компоненти от двете страни на 

равенството, т.е. 

(10
а
)   tbta 226

02

 , и 

(10
б
) ttctd 2sin2sin)4(2cos)4(

10




. 

От сравняването произтичат следните алгебрични уравнения 

(11
а
) 26 a ,   3/1a ; 

(11
б
) 02 b ,   0b ; 

(11
в
) 04  d ,   0d ; 

(11
г
) 14  c ,   4/1c . 

 

 Заместваме така намерените коефициенти в (8) и за частното решение на (1) 

получаваме 

(12) ttttt et
t

teettdtceebatttx













 2sin.

4

1

3
2sin.

4

1

3

1
}2cos2sin.{)()(

3
32 . 

 Накрая заместваме )(0 tx  от (5) и )(tx  от (12) в (2) и за общото решение на 

(1) получаваме 

 (13) 













 tt et

t
etCCtxtxtx 2sin.

4

1

3
)..()()()(

3

210  

         tet
t

tCC













 2sin.

4

1

3
.

3

21 . 

 

 Задача Да се реши уравнението 

 (1) 22/// cos tetxx t  . 

Решение: общото решение на (1) има вида 

(2) )()()( 0 txtxtx  ,  

където: 

  )(0 tx  - общо решение на хомогенното на (1) уравнение; 

  )(tx  - едно частно решение на нехомогенното уравнение (1). 

    А) Общото решение на съответното на (1) хомогенно уравнение 

(3) 0///  xx  

се изразява чрез корените на характеристичното му уравнение 

 (4) 02  , 

които са  

01  , 12  . 

При това обстоятелство общо решение на (3) ще има вида 

 (5) ttt
eCCeCeCtx  ..)( 21210

21 
. 

    Б) Частно решение на нехомогенното уравнение (1) ще търсим по метода на 

полагането. За тази цел най-напред ще представим дясната страна на (1) във вида 



 


 










 t

tR

tQtP

tt ettte
t

tettd .12cos
2

1

2

1

2

2cos1
cos)(

)(

)()(

2222

0

0
2


 

         


t

etP

etRttQtP
t

).(2cos)()( 00

)(

2

.0
2

 . 

 За ЛНхОДУ с такива десни страни се препоръчва търсене на частно 

решение )(tx  от вида 

(6) tsss etRtttQttQttPttx ).(}2sin)(2cos)({)()( 0

//

0

/

02

///

 , 

където:  

 s  - кратност на корена 0  в характеристичното уравнение (4), като 

в случая 1s ; 

 /s  - кратност на корен (ако има такъв) i20  в характеристичното 

уравнение (4), като в случая 0/ s ; 

 //s  - кратност на корен (ако има такъв) 1  в характеристичното 

уравнение (4), като в случая 0// s ; 

  )(1 tP , ),(
/

0 tQ  ),(
//

0 tQ )(0 tR  - полиноми от първа и нулева степени с 

неизвестни (подлежащи на определяне) коефициенти. 

 С отчитане на всички упоменати по-горе съображения частно решение (6) 

следва да търсим във вида 

 (7) tegtftdcbtatttx .}2sin.2cos.{).()( 2  q 

където gfdcba ,,,,,  са константи, подлежащи на определяне. 

 Нека определим )(/ tx  и )(// tx : 

  tegtftdbattcbtattx .}2cos.22sin.2{)2.()()( 2/  
tegtftdcbtat .}2cos.2sin.{2)23( 2  . 

 

 tegtftdbattx .}2sin.2cos.{4)26()(//  . 

 

Заместваме )(tx  и )(// tx  в (1), т.е. в  22/// cos tetxx t  : 

 )23(.}2sin.2cos.{4)26( 2 cbtategtftdbat t  

 tt ettegtftd 







 2cos

2

1

2

1
.}2cos.2sin.{2 2 ,   т.е. 

 

    (8)  tegtdftdfcbtbaat .2}2sin).24(2cos).42{()}2()26(3{ 2  

tett 







 2cos

2

1

2

12  

 

 Нека в (8) сравним еднотипните алгебрични компоненти от двете страни на 

равенството, т.е. 

(9
а
) 

2

1
)2()26(3 2

2/10

2

1

 tcbtbata  , 



(9
б
) tttdftdf 2sin.02cos

2

1
2sin).24(2cos).42(

02/1




, и 

(9
в
) 

tt eeg .1.2

1

 . 

 

От сравняването произтичат следните алгебрични уравнения 

(11
а
) 13 a ,    3/1a ; 

(11
б
) 026  ba ,    13  ab ; 

(11
в
) 2/12  cb ,   2/522/1  bc ; 

(11
г
) 2/142  df ; 

(11
д
) 024  df ; 

(11
е
) 12 g ,    2/1g . 

 От съвместното решаване на (11
г
) и (11

д
)  определяме още 10/1d  и 

20/1f . 

 Заместваме така намерените коефициенти в (7) и за частното решение на (1) 

получаваме 

 tegtftdcbtatttx .}2sin.2cos.{).()( 2  

tettttt .
2

1
}2sin

20

1
2cos

10

1
{)

2

5

3

1
.( 2  ,  т.е. 

(12) tetttt
t

tx .
2

1
}2sin

2

1
2{cos

10

1

2

5

3
)( 2

3

 . 

 Накрая заместваме )(0 tx  от (5) и )(tx  от (12) в (2) и за общото решение на 

(1) получаваме 

 (13) tt etttt
t

eCCtxtxtx .
2

1
}2sin

2

1
2{cos

10

1

2

5

3
.)()()( 2

3

210   . 

 

 Задача Да се реши уравнението 

 (1) )sin3(178 24/// tttexxx t  . 

Решение: общото решение на (1) има вида 

(2) )()()( 0 txtxtx  ,  

където: 

  )(0 tx  - общо решение на хомогенното на (1) уравнение; 

  )(tx  - едно частно решение на нехомогенното уравнение (1). 

    А) Общото решение на съответното на (1) хомогенно уравнение 

(3) 0178 ///  xxx  

се изразява чрез корените на характеристичното му уравнение 

 (4) 01782   , 

които са  

 .42,1 ii  . 

Понеже корените са комплексни (комплексно-спрегнати), то общо решение 

на (3) ще има вида 

 (5) ]sincos[]sincos[)( 21
4

210 tCtCetCtCetx tt   . 



    Б) Частно решение на нехомогенното уравнение (1) ще търсим по метода на 

полагането. За ЛНхОДУ с дясна страна от вида 

 (6) tetQetPtetettttetd ttttt sin)()(sin)3()sin3()( 4
1

4
2

44224   

се препоръчва търсене на частно решение )(tx  от вида 

(7) }sin)(cos)({.).()(
//

1
/

1
44

2

/

ttQttQetetPttx tsts  , 

където:  

 s  - кратност на корена 4  в характеристичното уравнение (4), като 

в случая 0s , понеже корените са ( i4 ), а не 4 ; 

 /s  - кратност на корена i 4  в характеристичното уравнение (4), 

като в случая 1/ s ; 

  )(2 tP , ),(
/

1 tQ  )(
//

1 tQ  - полиноми от втора и първа степени с неизвестни 

(подлежащи на определяне) коефициенти. 

 С отчитане на всички упоменати по-горе съображения частно решение (7) 

следва да търсим във вида 

 (8) }sin).(cos).{(.)()( 442 tqpttnmtetecbtattx tt  , 

или още 

 (9) tetqtpttntmtcbtattx 4222 }.sin).(cos).(){()(   

където qpnmcba ,,,,,,  са 7 константи, подлежащи на определяне. 

 Нека определим )(/ tx  и )(// tx  : 

 tetqtpttntmttqpttnmtbattx 422/ }.cos).(sin).(sin).2(cos).2()2{()(

  tetqtpttntmtcbtat 4222 }.sin).(cos).(){(4  

 tt etntqnmtmpecbtbaat 4242 }.cos])42()4{[(}.4)2(24{   
tetqtnqptmp 42 }.sin])42()4{[(  . 

 

 tt ecbtbaatebaattx 424// }.4)2(24{4)}.2(28{)(  

 tt etntqnmtmpetqnmtmp 424 }.sin])42()4{[(}.cos)]42()4[(2{  

 tt etnqptmpetntqnmtmp 442 }.sin)]42()8{[(}.cos])42()4{[(4  
tt etqtnqptmpetqtnqptmp 4242 }.sin])42()4{[(4}.cos])42()4{[( 

 

Заместваме )(tx  и )(// tx  в (1), т.е. в  )sin3(178 24/// tttexxx t  , и след 

съкращаване на te4  и дълги и елементарни, но обемисти изчисления се достига до 

уравнението 

 

(10)      ttttpnmttqmptcabtat sin3sin].224[cos].224[)2( 22  . 

 Нека в (10) сравним еднотипните алгебрични компоненти от двете страни 

на равенството, т.е. 

(11
а
)  

2

00

2

1

2 tcatbta   , 

(11
б
) tttpnmttqmpt

t

sin.3sin].224[cos].224[

30





  
. 



 

От (11
а
) определяме 

(12
а
) 1a ; 

(12
б
) 0b ; 

(12
в
) 02  ca ,   22  ac . 

 

От (11
б
) произтичат нови две уравнения: 

(13
а
)  0.0224

00

 tqmtp


; 

(13
б
)  03)22(4

03




tpntm


, 

от всяко едно от които чрез сравняване на коефициентите пред еднаквите степени 

на t  произтичат нови равенства: 

(14
а
) 04 p ,    0p ; 

(14
б
) 34  m ,    4/3m ; 

(14
в
) 022  qm ,   4/3 mq ; 

(14
г
) 022  pn ,   0 pn . 

 

 Заместваме така намерените коефициенти в (8) и за частното решение на (1) 

получаваме 

(15) ttt ettttttttetettx 422442 }.sin.
4

3
cos.

4

3
2{}sin.

4

3
cos.

4

3
{.)2()(   

 

 Накрая заместваме )(0 tx  от (5) и )(tx  от (15) в (2) и за общото решение на 

(1) получаваме 

       (16)     tt ettttttCtCetxtxtx 422
21

4
0 }.sin.

4

3
cos.

4

3
2{]sincos[)()()(  

tettCtCtt 4
21

22 .sin.
4

3
cos.

4

3
2 

























 . 

 

 Задача Да се реши уравнението 

 (1) tetxxx t 2sin)1(64 2///  . 

Решение: общото решение на (1) има вида 

(2) )()()( 0 txtxtx  ,  

където: 

  )(0 tx  - общо решение на хомогенното на (1) уравнение; 

  )(tx  - едно частно решение на нехомогенното уравнение (1). 

    А) Общото решение на съответното на (1) хомогенно уравнение 

(3) 064 ///  xxx  

се изразява чрез корените на характеристичното му уравнение 

 (4) 0642   , 

които са  

222,1 i . 



При това обстоятелство общо решение на (3) ще има вида 

 (5) )2sin2cos()( 21
2

0 tCtCetx t  . 

    Б) Частно решение на нехомогенното уравнение (1) ще търсим по метода на 

полагането. При това ще приложим една разновидност на метода, описана в 

теоретичната част, идеята на която се заключава в това вместо даденото 

уравнение 

 (6) )(64 /// tdxxx  ,  

където tetPtd t 2sin)()( 2
1 , да решим едно негово обобщение в комплексната 

област 

 (7) )(64 //// tdzzz  ,   

където   tti etPetPtd )()()( 1
)22(

1
/   ,   а   i22 . 

Според теорията при такава дясна страна частно решение на (7) следва да се 

търси във вида  

(8) tiS etPttz )22(
1 )()(  , 

където s  е кратност на корена i22  на характеристичното уравнение (4), и в 

случая тази кратност е 1s . 

Накрая, след решаването на (7), следва да обособим реалната и 

имагинерната части на решението )(tz  

 )(Im.)(Re)( tzitztz  , 

а за да получим решението )(tx   от решението )(tz , трябва да направим следното: 

      ако решаваме уравнение с ttPetd n
t .cos).()( .  , то )(Re)( tztx  ,   а 

 

  ако решаваме уравнение с ttPetd n
t .sin).()( .  , то  )(Im)( tztx  . 

 

От всичко казано дотук става ясно, че частно решение на 

„модифицираното” уравнение (7) следва да търсим във вида 

(9) ttti ebtatebattetPttz  )().()(.)( 2)22(
1   , 

след което частното решение на (1) да представим във вида 

 (10) )(Im)( tztx  . 

 Нека реализираме този план на работа. За решаването на (7) е необходимо 

най-напред да изразим производните )(/ tz  и )(// tz  от (9): 

  ttt ebtbaatebtatebattz   })2({)()2()( 22/  . 

   tt ebtbaatebaattz   })2({)}2(2{)( 2//  

  tebatbata  }22().4({ 222  . 

 Заместваме така намерените производни в (7), т.е. в tetzzz )1(64 ///  , 

като при това (за компактност на записа) съдържащата се във всички членове 

експонента 0te  „съкращаваме” предварително: 

  )1()(6})2({4}22().4({ 22222  tbtatbtbaatbatbata  . 

 Дотук все още не сме конкретизирали, че константата i22 , а 

нейният квадрат iii 2422244)22( 22  . За да отчетем тези неща 



е удобно най-напред да представим лявата страна на горното уравнение като 

своеобразен полином по степените на  : 

    (10)      )1(]42)86(6[]2)(44[][ 2222 



tbatabatbtbaatbtta  . 

 Заместваме   и 2  в (10) и получаваме 

   )22](2)(44[)242(][ 22

2




ibtbaatibtta  

)1(]42)86(6[ 2  tbatabat , т.е. 

 

   ]2)(44[2][2]42)86(6[ 222 btbaatbttabatabat  

12]2)(44[2][4 22  tibtbaatibtta , 

 

Рационализираме 

   bbtatatbttabaatbtat 48882242866 222  

1]222424242424[ 22  tibbtatatbtta  ….. 

 

….  и съкращаваме, с което получаваме 

  1]2224[2  tibata , 

или още 

 (11) 1)222()24(

11

 taibtia


. 

 Нека в (11) сравним коефициентите пред еднаквите степени на t  от двете 

страни на равенството, т.е. 

(12
а
) 124 ia ,     

8

2

2

2

24

1 i

i

i

i
a  ; 

(12
б
) 1222  aib ,    

8

221
....

22

21 i

i

a
b





 . 

 Заместваме така намерените коефициенти в (9) и за частното решение на (7) 

получаваме 





















 
 


Ойлер

titti eett
i

tet
i

t
i

tz 222)22(2 )2(
8

2

8

1

8

221

8

2
)(  











 )2sin.2(cos)2(

8

2

8

1 22 tittt
i

te t  

    
)(Im

22

)(Re

22 2cos)2(
8

2
2sin

8
2sin)2(

8

2
2cos

8

tz

t

tz

t tttt
t

eitttt
t

e 




















 . 

По силата на идеята на метода трябва да приемем, че уравнение (1), имащо 

дясна страна, съдържаща t2sin , следва да има частно решение 

(13) tetttt
t

tztx 22 2cos)2(
8

2
2sin

8
)(Im)( 










 . 



 Накрая заместваме )(0 tx  от (5) и )(tx  от (13) в (2) и за общото решение на 

ЛНхОДУ (1) получаваме  

     









 tetttt

t
tCtCtxtxtx 22

210 2cos)2(
8

2
2sin

8
2sin2cos)()()(  

     tet
t

CtttC 2
2

2
1 2sin

8
2cos)2(

8

2



























 . 

 

 

 II. Същност на метода на Лагранж за намиране на частни решения на 

ЛНхОДУ 
 Нека илюстрираме идеята на метода за ЛНхОДУ от 2-ри ред: 

 (9.10)  )()()( /// tdxtbxtax  . 

 Ще считаме, че съответното на (9.10) хомогенно ОДУ 0)()( ///  xtbxtax  

има известно (намерено) вече общо решение 

 (9.11)  )(.)(.)( 2211 txCtxCtx  , 

където )(1 tx  и )(2 tx  са две линейно-независими частни решения на хомогенното 

на (9.10) уравнение, а 1C  и 2C  са две константи.  

 Идеята на метода на Лагранж се свежда до това константите 1C  и 2C  в 

(9.11) да се „заменят” с две диференцируеми функции )(1 tC  и )(2 tC , след което 

частното решение на (9.10) да се представи (т.е.да се  търси) във вида 

 (9.12)  )().()().()( 2211 txtCtxtCtx  . 

 Стои проблемът да се определят функциите )(1 tC  и )(2 tC . За тяхното 

намиране са необходими две уравнения (диференциални или алгебрични).  

 Първото от тях се получава от изискването двете функции )(1 tC  и )(2 tC  да 

бъдат такива (т.е. така избрани), че първата производна )(/ tx  на решението 

(9.11) да се получи (т.е. изрази) така, сякаш (формално) )(1 tC  и )(2 tC  са 

константи. Тъй като  

 (9.13)  )().()().()}().()().({)( /
22

/
112

/
21

/
1

/ txtCtxtCtxtCtxtCtx  , 

то очевидно изпълнението на гореуказаното изискване се свежда до изпълнение 

на равенството 

 (9.14)  0)().()().( 2
/
21

/
1  txtCtxtC , 

което е всъщност първото от необходимите ни две уравнения за определянето на 

)(1 tC  и )(2 tC . С отчитането на (9.14) уравнение (9.13) добива вида 

 (9.15)  )().()().()( /
22

/
11

/ txtCtxtCtx  . 

 * Резултатът от диференцирането наистина е такъв, сякаш )(1 tC  и 

)(2 tC са константи. 

 С помощта на (9.15) се определя и втората производна 

 (9.16)  )().()().()().()().()( //
22

/
2

/
2

//
11

/
1

/
1

// txtCtxtCtxtCtxtCtx  . 

След заместване на )(tx , )(/ tx   и )(// tx  в (9.10) се получава 

  )}().()().()().()().({ //
22

/
2

/
2

//
11

/
1

/
1 txtCtxtCtxtCtxtC  



 )()}(.)(.){()}().()().(){( 2211
/
22

/
11 tdtxCtxCtbtxtCtxtCta  , 

или още (след подходящо групиране на събираемите)  

  )]()()().()().[()]()()().()().[( 2
/
2

//
221

/
1

//
11 txtbtxtatxtCtxtbtxtatxtC  

)()]().()().([ /
2

/
2

/
1

/
1 tdtxtCtxtC  . 

Обаче 0)()()().()( 1
/
1

//
1  txtbtxtatx  и 0)()()().()( 2

/
2

//
2  txtbtxtatx , 

понеже )(1 tx  и )(2 tx  са две линейно-независими частни решения на хомогенното 

на (9.10) уравнение, с отчитането на който факт горното ДУ добива вида 

(9.17)  )()().()().( /
2

/
2

/
1

/
1 tdtxtCtxtC  . 

 И така двете уравнения (9.14) и (9.17) образуват следната система 

 (9.18)  
)()().()().(

0)().()().(

/
2

/
2

/
1

/
1

2
/
21

/
1

tdtxtCtxtC

txtCtxtC




. 

 След решаване на системата (9.18) се определят )()( 1
/
1 tftC   и )()( 2

/
2 tftC  , 

а след това всяко от получените две ОДУ с разделени променливи се решава, с 

което се намират самите )(1 tC  и )(2 tC . След определянето на )(1 tC  и )(2 tC  се 

намира и частното решение на ЛНхОДУ (9.10) във вида 

)().()().()( 2211 txtCtxtCtx  .  

Обобщението на метода на Лагранж за ЛНхОД уравнения от n -ти ред се 

извършва по аналогичен начин.  

 
 

 Задача Да се реши уравнението 

 (1) txxt lncos2//2  . 

Решение: общото решение на (1) има вида 

(2) )()()( 0 txtxtx  ,  

където: 

  )(0 tx  - общо решение на хомогенното на (1) уравнение; 

  )(tx  - едно частно решение на нехомогенното уравнение (1). 

    А) Съответното на (1) хомогенно уравнение е 

(3) 02//2  xxt . 

Вижда се, че това е линейно хомогенно ДУ от втори ред с непостоянни 

коефициенти. В теорията на ДУ то се нарича уравнение на Ойлер. То може да 

бъде сведено до ЛХОДУ с постоянни коефициенти посредством полагането 

(4) et  , т.е. tln , dedt  , откъдето 

(5)   e
dt

d
. 

Нека изразим производните /x  и //x  посредством  : 



















ex
dt

d

d

dx

dt

dx
x

ex

)(/

)(

/

/

; 


















 ])()([])([])([

)(

///////












 d

de
xexeex

d

d
eex

de

d

dt

dx

dt

d
x

dt

 

)]()([])()([ ///2///   xxeexexe   . 

Заместваме x  и //x  в (3), отчитайки че  222 )( eet  , и получаваме 

уравнението 

(6)  0)(2)]()([)( ///22

2

  xxxee

t

, или още 

(7) 0)(2)()( ///   xxx . 

Характеристичното уравнение 

(8) 022   

има корени 2,12,1   и следователно общото решение на хомогенното 

уравнение (7) ще бъде 

 (9)  2
21210

21)( eCeCeCeCx   . 

 Ако се върнем на полагането (4) и възстановим „старата” променлива t , 

използвайки че tln , ще получим 

 (10) 2
2

1
1

ln
2

1ln
1

ln2
2

ln
10

2

)( tCtCeCeCeCeCtx tttt   . 

    Б) Частно решение на нехомогенното уравнение (1) ще търсим по метода на 

Лагранж. Индикация за това е факта, че (1) е ДУ е с непостоянни коефициенти. 

По метода на вариране на коефициентите частно решение на (1) ще търсим във 

вида 

 (11) 2
2

1
1 ).().()( ttCttCtx   , 

където )(1 tC  и )(2 tC  са две подлежащи на определяне функции. 

 Нека определим )(/ tx  и )(// tx : 

    ttCttCttCttCtx ).(2).().().()( 2
2/

2
2

1
1/

1
/  

  }).().({}).(2).({

0

2/
2

1/
12

2
1   



 

полагаме

ttCttCttCttC . 

 Ако положим 

 (12) 0).().( 2/
2

1/
1  ttCttC ,  то 

 (13) ttCttCtx ).(2).()( 2
2

1
/   . 

 

  )(2).(2).()2().()( 2
/

2
3

1
2/

1
// tCttCttCttCtx   , т.е. 

 (14) )(2).(2).(2).()( 2
/

2
3

1
2/

1
// tCttCttCttCtx   . 

 

Заместваме )(tx  и )(// tx  в (1), т.е. в  txxt lncos2//2   и получаваме 

         tttCttCtCttCttCttCt lncos}).().({2)}(2).(2).(2).({ 2
2

1
12

/
2

3
1

2/
1

2   ,  

или още 

 tttCttCttCttCttCtC lncos).(2).(2)(2).(2).(2)( 2
2

1
1

2
2

3/
2

1
1

/
1   , 

откъдето след съкращения получаваме 



 (15) tttCtC lncos).(2)( 3/
2

/
1  . 

 Комбинираме двете равенства (диференциални уравнения) (12) и (15) за 

неизвестните функции )(1 tC  и )(2 tC  в система 

 (16) 
tttCtC

ttCttC

lncos).(2)(

0).().(

3/
2

/
1

2/
2

1/
1





. 

Решаваме тази нехомогенна система относно )(
/

1 tC  и )(
/

2 tC  с помощта на 

формулите на Крамер. За целта най-напред определяме детерминантите: 

  032)1(2
21

)( 222213

3

21




 


tttttt
t

tt
t ; 

 tt
tt

t
t lncos

2lncos

0
)( 2

3

2

1  ; 

 
t

t
tt

t

t
t

lncos
lncos

lncos1

0
)( 1

1

2 


 


. 

 Тогава решенията на (16) са 

 (17
а
) 

3

lncos

3

lncos

)(

)(
)(

2

2
1/

1

t

t

tt

t

t
tC 




 ; 

 (17
б
) 

32
2/

2
3

lncos

3

1lncos

)(

)(
)(

t

t

tt

t

t

t
tC 




 . 

 За да определим функциите )(1 tC  и )(2 tC  остава да решим следните ОДУ с 

РП: 

 (18
а
) dt

t
tdC

3

lncos
)(1  ,  и 

 (18
б
) dt

t

t
tdC

32
3

lncos
)(  . 

 Интегрираме (18
а
), като интеграционната константа в този неопределен 

интеграл приемаме да е равна на нула: 

 (19
а
) 


1

lncos
3

1
)(1

I

dtttC  . 

Решаваме интеграла 1I , полагайки tx ln , т.е. xet  , dxedt x , 

   )(coscos1
xx edxdxexI    … по части …      xexcos  

  )(sincossincos)(cos xxxxx edxexdxexexxde  … по части … 


1

cos)sin(cos)(sinsincos

I

xxxxx dxexexxxdeexex   . 

 И така получихме 11 )sin(cos IexxI x  , т.е. xexxI )sin(cos2 1  , 

откъдето 

 xexxI )sin(cos
2

1
1  . 



 След заместване на така намерената стойност на интеграла 1I  в (19
а
) 

получаваме 

 (20
а
) xexxItC )sin(cos

6

1

3

1
)( 11  . 

 А с отчитане на полагането tx ln  получаваме 

 (21
а
) )lnsinlnt.(cos

6
)lnsinlnt.(cos

6

1
)( ln

1 t
t

ettC t  . 

Интегрираме и (18
б
), като отново интеграционната константа в този 

интеграл приемаме равна на нула: 

 (19
б
) 


2

32

lncos

3

1
)(

I

dt
t

t
tC  . 

И този интеграл 2I  решаваме, полагайки tx ln , т.е. xet  , dxedt x , 

  
   

частипо

xxx

x
edxdxexdxe

e

x
dt

t

t
I )(cos

2

1
cos)(

coslncos 22

332  

 
 dxxeexxdeex xxxx sin

2

1
cos

2

1
)(cos

2

1
cos

2

1 2222  









 

 )(sin
2

1

2

1
cos

2

1 22 xx edxex    …    по части    …      

 


xxxxx exexxdeexex 22222 cos
2

1
sin

4

1
)(sin

4

1
sin

4

1
cos

2

1

 2
22

4

1
)cos2(sin

4

1
cos

4

1

2

Iexxdxxe x

I

x  
   

.  

И така получихме  

2
2

2
4

1
)cos2(sin

4

1
IexxI x   ,  т.е.  xexxI 2

2 )cos2(sin
4

1

4

5  ,  

 откъдето 

xexxI 2
2 )cos2(sin

5

1  . 

След заместване на така намерената стойност на интеграла 2I  в (19
б
) 

получаваме 

(20
б
) xx exxexxItC 22

22 )cos2(sin
15

1
)cos2(sin

5

1
.

3

1

3

1
)(    . 

 С отчитане на полагането tx ln  получаваме 

 (21
б
) )lncos2ln(sin

15

1
)lncos2ln(sin

15

1
)(

2

ln2
2 tt

t
etttC t   . 

 След намирането на функциите )(1 tC  и )(2 tC  частното решение (11) добива 

вида 

  2

2

12
2

1
1 ).lncos2ln(sin

15

1
).lnsinlnt.(cos

6
).().()( ttt

t
tt

t
ttCttCtx  




















 ttttt lnsin

15

1

6

1
lncos

15

2

6

1
)lncos2ln(sin

15

1
)lnsinlnt.(cos

6

1
 

)lnsinlncos3(
10

1
lnsin

10

1
lncos

10

3
tttt  , т.е. 

 (22) )lnsinlncos3(
10

1
)( tttx  . 

 Накрая заместваме )(0 tx  от (10) и )(tx  от (22) в (2) и за общото решение на 

(1) получаваме 

(16) )lnsinlncos3(
10

1
)()()( 2

2
1

10 tttCtCtxtxtx    

 
 

Тема:  Системи от ОДУ от първи ред. Системи от ОДУ от ред, по-висок 

от първи 

 Теоретичен минимум 

 10.  Системи от ОДУ от първи ред 
 Общ (нормален) вид на система от две уравнения от първи ред за две 

неизвестни функции )(txx   и )(tyy  :  

(10.1)  
),,(),,(),,( yxtR

dy

yxtQ

dx

yxtP

dt
 . 

 За получаване на интегруеми комбинации могат с успех да се използват 

напр. някое от следните свойства на пропорциите: 

(10.2)  ако 
d

c

b

a
 ,   то      

db

ca

b

a

.

.








 , и  

(10.3)  ако 
f

e

d

c

b

a
 , то       

fdb

eca

b

a

..

..








 ,  

където   или   ,   - произволни константи. 

 

 11. Системи от ОДУ от ред, по-висок от първи 
 В подобни задачи намирането на интегруеми комбинации (първи 

интеграли) в някои случаи се улеснява значително, ако се окаже възможно двете 

страни на едно (или повече) от уравненията да се представят като пълен 

диференциал от някакви функции, което би позволило това (тези) уравнение(я) да 

се интегрира(т). С така намерените решения (частни интеграли) се замества в 

неинтегрираните (до момента) уравнения с цел тяхното „опростяване” и 

окончателно решаване. 

 
 

  Задача (Стр. 18/ Зад. 243) Да се интегрира системата 

 (1) 
xt

dy

yt

dx

yx

dt








. 

 Решение: за получаване на интегруеми комбинации ще използваме 

свойството на пропорциите, изразено чрез формула (10.2) от теоретичната част. 



Това свойство ще приложим двукратно, за да преобразуваме поотделно двете 

съотношения 

 (2
а
) 

yt

dx

yx

dt





 и (2

б
) 

xt

dy

yx

dt





. 

И за двата случая избираме константата   да бъде 1 . Така получаваме 

 (3
а
) 

)(

)(

)(

)(

)()( tx

txd

tx

xtd

ytyx

dxdt

yx

dt

















, и 

(3
б
) 

)(

)(

)(

)(

)()( ty

tyd

ty

ytd

xtyx

dydt

yx

dt

















. 

Понеже левите страни на уравнения (3
а
) и (3

б
) са идентични, то десните им 

страни трябва да са равни, откъдето получаваме 

(4) 
)(

)(

)(

)(

ty

tyd

tx

txd









. 

Интегрирането на (4) ни дава пръв интеграл на системата 

(5) 1ln)(ln)(ln Ctytx  , 

откъдето след антилогаритмуване следва 

 (6) )()( 1 tyCtx  . 

 Още един пръв интеграл може да бъде намерен, ако приложим спрямо 

нормалното уравнение на системата (1) свойството на пропорциите, изразено чрез 

формула (10.3) от теоретичната част за случая 1  : 

 (7)  
xt

dy

yt

dx

yx

dt








   






 )()()( xtytyx

dydxdt

yx

dt
 

  
yxt

yxtd

yxt

yxtd











)(

2

1

)(2

)(
. 

 Нека приравним дясната страна на (7) с дясната страна на някое от 

получените по-горе равенства (3
а
) или (3

б
), и напр. нека да е (3

а
): 

 (8) 
)(

)()(

2

1

tx

txd

yxt

yxtd









 2.  

 След интегриране получаваме 

 (9) 2lnln2)ln( Ctxtyx  , т.е. 

 (10) 
2

2)(
tx

C
tyx


 , 

или още 

 (11) 2
2))(( Ctxtyx  . 

 Намерените два първи интеграла (6) и (11) са независими. Общият интеграл 

е: 

 (12) 
2

2

1

))((

)()(

Ctxtyx

tyCtx




. 

 

 

 

 Задача (Стр. 18/ Зад. 247) Да се интегрира системата 



 (1) 
y

t
x / , 

x

t
y / . 

 Решение: двете уравнения на системата могат да бъдат представени още 

във вида 

 (2
а
) dttdxy ..    и (2

б
) dttdyx ..  . 

 От сравняването на левите страни на тези две уравнения получаваме 

 (3) dyxdxy ..  , или още 

 (4) 
y

dy

x

dx
 , 

интегрирането на което дава 

 (5) 1lnlnln Cyx  , 

откъдето след антилогаритмуване получаваме следния пръв интеграл на 

системата 

 (6) 
y

C
x 1 . 

 Търсим още един първи интеграл. За неговото получаване използваме (2
а
), в 

което заместваме функцията y  от (6) 

 (7) dttdxy ..     dttdx
x

C
..1  . 

 Интегрираме това УРП: 

 (8) 
/

2

2

1
2

ln C
t

xC  ,  или още 

 (9) 
2

1

/
2

1

2

.

2

1

/
2

1

2

lnln
2

ln
Cозн

C

C

C

t

ee
C

C

C

t
x  . 

Така след антилогаритмуване получаваме 

 (10) 















1

2

2
2

exp.
C

t
Cx . 

Тогава от (6) и (10) следва още 

 (11) 















1

2

2

11

2
exp.

C

t

C

C

x

C
y . 

 

 Задача (Стр. 22/ Зад. 308) Да се интегрира системата 

 (1) 
////

///

xyyxx

xyyx




. 

 Решение: лесно се забелязва, че системата може да бъде записана още във 

вида 

 (2) 

dt

xyd
x

xyyx

)(//

///





. 



 Ако заместим xy  от първото уравнение в дясната страна на второто, ще 

имаме 

 (3) ////////// )(
)(

yxyx
dt

d

dt

xyd
x  . 

След съкращаване на //x  в двете страни на горното равенство получаваме 

 (4) 0/// y ,     
/

1
// Cy  ,     2

/
1

/ . CtCy  ,     32
2

/
1 ..
2

CtCt
C

y  . 

 Ако (за естетика на записа ) положим  
/

11 2CC  , то решението на системата 

(1) за неизвестната функция )(ty  добива вида 

 (5) 32
2

1 .. CtCtCy  . 

 За да определим и другата функция )(tx , използваме че )(ty  и 

1
/

1
// 2CCy   са вече известни, следователно от първото уравнение на системата 

(1) ще имаме 

 (6) 132
2

1
/// 2)...( CCtCtCxyxyx  . 

 Очевидно това е линейно ОДУ от първи ред 

 (7) )2()...(

)(

1

)(

32
2

1   
tBtA

CxCtCtC
dt

dx
 , 

общото решение на което се дава с израза 

(8)  






  



4

)()(

4 ).(),( CdtetBeCtx
dttAdttA

, 

решаването на интегралите в който не представлява никакъв проблем, но е твърде 

обемисто, и затова ще бъде „спестено” и оставено за любознателния читател . 

*Забележка: интеграционните константи, чрез които се изразяват решенията 

(5) и (8) на системата (1) са 4 на брой, защото уравненията са две и неизвестните 

функции участват в тях с производните си до втори ред включително. 

 

 Задача (Стр. 22/ Зад. 309) Да се интегрира системата 

 (1) 
////

/

)1( yxxy

yxy




. 

 Решение: нека диференцираме първото уравнение на системата. Така тя 

добива вида 

 (2) 
//////

/////

yxxyy

yxyyx




     

//////

/////

yxxyy

yxxyy




. 

 При равни десни страни приравняваме левите страни на двете уравнения, от 

което следва 

 (3) /// yy  , т.е. 
dt

dy

dt

dy


/

, или още dydy / , 

интегрирането на което дава 

 (4) 
/

1
/ Cyy  . 

 Това УРП може да бъде интегрирано отново 



 (5) dt
Cy

dy



/

1

, 

решаването на което дава 

 (6) )(lnlnlnln)(ln 222
/

1
tt eCCeCtCy  , 

след антилогаритмуването на което получаваме 

 (7) teCCy 2
/

1  , или още 

 (8) 
teCCy 21  ,   

където 
/

11 CC  . 

 За да изразим в явен вид и другата неизвестна функция )(tx , явяваща се 

решение на системата, използваме първото уравнение от нея, а y и /y  изразяваме 

от (8) и (4) съответно, и по-конкретно 1
/

1
/ CyCyy  . Така получаваме 

  1)(
2

1

2

21

121

21

1
/











  t

t

t

t

t

e
C

C

eC

eCC

CeCC

eCC

Cy

y

y

y
tx , т.е. 

 (9) 1)(
2

1   te
C

C
tx . 

 

 Задача (Стр. 22/ Зад. 310) Да се интегрира системата 

 (1) 
xyxxxy

txy





//2//

/

)1(
. 

 Решение: нека към двете страни на второто уравнение прибавим // yxx , с 

което системата добива вида 

 (2) 
////2//

/

2)1( yxxxyxxxy

txy




, 

а ако в дясната страна на второто уравнение в (2) заместим txy /  съгласно 

първото уравнение, получаваме 

 (3) 
///2//

/

.2)1( xtxyxxxy

txy




. 

 Вече не е трудно да се забележи, че след тези „модификации” двете страни 

на второто уравнение се представят чрез пълни диференциали. Действително: 

  )]1([2)1( 2///2//  xy
dt

d
yxxxy , и 

  ).(. / xt
dt

d
xtx  . 

 Така второто уравнение може да бъде записано във вида 

 (4) ).()]1([ 2/ xtdxyd  , 

интегрирането на което дава 

 (5) 
/

1
2/ .)1( Cxtxy  . 



 Преди да интегрираме (5) още веднъж, нека отбележим, че тъй като според 

първото уравнение на системата /xyt  , то замествайки в (5) ще имаме 

 (6) 
/

1
/2/ ).()1( Cxxyxy  , т.е. 

/
1

/2/2/ Cyxyxy  , откъдето 

 (7) 
/

1
/ Cy  ,  или още 1

/ Cy  , където  
/

11 CC  . 

 Сега интегрирането на (5), респективно (7), е елементарно 

 (8) 21. CtCy  . 

 За намирането на другата неизвестна функция )(tx  използваме първото 

уравнение на (1) и представянето (7) за /y : 

 (9) 
1

/
)(

C

t

y

t
tx  , т.е. txC .1  - втори „пръв” интеграл на системата 

(1). 

  

 Задача (Стр. 22/ Зад. 311) Да се интегрира системата 

 (1) 
txy

yxyy

2////

2/////




. 

 Решение: лесно се вижда, че второто уравнение на системата, записано във 

вида txy 2////  , може да бъде представено като интегруема комбинация (пълен 

диференциал) 

 (2) )()( 2// t
dt

d
xy

dt

d
 , 

откъдето 

 (3) )()( 2// tdxyd  , 

интегрирането на което дава 

 (4) 1
2// Ctxy  . 

 Ако представим (4) във вида 

 (5) 1
2)( Ctxy

dt

d
  

и го интегрираме като своеобразно УРП относно неизвестна функция )( xy  , 

получаваме 

 (6) 21

3

.
3

CtC
t

xy  , 

откъдето получаваме следния пръв интеграл на системата 

 (7) 21

3

.
3

CtC
t

xy  . 

 За да получим още един пръв интеграл, използваме неизползваното досега 

първо уравнение на системата което, записано във вида 

 (8) //2/// xyyy   

представлява също интегруема комбинация, понеже може да се представи във 

вида 



 (9) )()( // x
dt

d
yy

dt

d
 ,  т.е. )()( // xdyyd  , 

интегрирането на което дава 

 (10) 3
// Cyyx  , т.е. 3C

dt

dy
y

dt

dx
  dt.  

 (11) dtCydydx 3        

откъдето 

 (12) 43

2

2
CtC

y
x  . 

 Очевидно (12) представлява втория „пръв” интеграл на системата (1). 

 

 

Тема: ОДУ от ред, по-висок от първи 

 Теоретичен минимум 

 12. ОДУ от ред, по-висок от първи 

Общ вид: 

(12.1)  0),....,,,,( )()2()1( nxxxxtF ,   

„Нормален” вид:   

(12.2)  ),....,,,,( )1()2()1()(  nn xxxxtfx . 

За ОДУ от по-висок от първи ред е в сила следното твърдение 

Т: Всяко ОДУ от n -ти ред, представимо в нормален вид, може да бъде 

сведено към еквивалентна на него система от n  на брой ОДУ от първи ред 

(представими също в нормален вид). 

Илюстриране на подобна възможност: въвеждаме n  на брой функции 

)(txi  с полаганията  )(1 txx  ,  )()1(
2 txx  ,  ….   , )()1( txx n

n
 . Тогава следва 

представянето (системата) 

(12.3)  

),....,,,,(

...........

21
/

/
1

3
/
2

2
/
1

nn

nn

xxxxtFx

xx

xx

xx











, 

с което илюстрирахме точно това, което се твърди  в  Т . 

 

 По-интересни частни случаи на ОДУ от ред,  по-висок от първи 

 12.1 Уравнение от вида )()( tfx n  , т.е. в дясната му страна не присъстват 

неизвестната функция )(tx  и нейните производни. Очевидно това е УРП и то се 

решава посредством n  последователни „директни” квадратури (интегрирания). 

 

 12.2 Уравнение от вида  

(12.2.1) 0),....,,,( )()1()(  nkk xxxtF  за nk 0 , 



т.е. в дясната страна липсват производните на функцията )(tx  до ред ( 1k )-ви 

вкл. Редът на такова ДУ се понижава с „ k ” единици посредством полагането  

)()( )( txtu k , откъдето следват: )()( )1()1( tutx k  , ….. , )()( )()( tutx knn  . След 

заместването на тези производни в изходното ДУ, то се „превръща” в уравнение 

от )( kn  -ти ред относно новата функция )(tu   

0),....,,,,( )()2()1( knuuuutF  за nk 0 . 

Намира се (ако това е възможно) неговото общо решение 

),...,,()( 21 knCCCtutu  , и след връщане към полагането )()( )( txtu k  се получава 

ДУ от k -ти ред 

),...,,()( 21
)(

kn
k CCCtutx  , 

което продължава да се решава (чрез k -квадратури) като уравнение от първия 

тип. 

 

 12.3 Уравнение от вида  

0),....,,,( )()2()1( nxxxxF , т.е. липсва аргументът t .  

 Редът на такова уравнение се понижава с единица, ако се въведе нова 

неизвестна функция с аргумент x  чрез полагането /)( xxu  . Определят се 

последователно производните: 

  )()1( xux  ; 

  uutx /)2( )(  ; 

  uuuutx 2///2)3( )()(  ; 

…………………………. 

  ),....,,,()( )1()2()1()(  nn uuuugtx . 

 След заместване на всички производни в изходното ДУ същото се 

трансформира в уравнение от ред )1( n -ви относно „новата” функция )(xu : 

0),....,,,( )1()1( nuuuxF . Ако то може да бъде решено, и неговото общо решение е 

),...,,()( 121  nCCCxuxu , то след „връщане” към полагането  /)( xxu    се 

получава ДУ с разделени променливи ),...,,( 121
/

 nCCCxux , след интегрирането 

на което получаваме окончателно крайното решение: ),,...,,()( *
121 nn CCCCtxtx  . 

 

 12.4 Уравнения от вида  

0),....,,,,( )()2()1( nxxxxtF ,  където ),....,,,,( )()2()1( nxxxxtFF   е хомогенна 

функция от степен k  относно променливите си )()2()1( ,....,,, nxxxx , т.е. функция, 

за която ),....,,,,(),....,,,,( )()2()1()()2()1( nkn xxxxtFxxxxtF   . 

Редът на всяко едно такова уравнение може да бъде понижен с единица чрез 

полагането )().()(/ tutxtx  . Всички производни от ред n -ти ( ,...2,1,0n ) се 

изразяват (без изключение) във вида  ),.....,,(. )1()1()(  n
n

n uuugxx  и след 

заместването им  се оказва, че при 0x  функцията )(tu  също удовлетворява ДУ 

от вида 0),....,,,,( )1()2()1( nuuuutF , което е ДУ от )1( n -ви ред. Ако неговото 



решение е ),...,,()( 121  nCCCtutu , то от полагането )().()(/ tutxtx   се получава 

ДУ с разделени променливи за определянето на )(tx  

dtCCCtu
x

dx
n ),...,,( 121  , 

което се интегрира елементарно 

 
*

121 ln),...,,()(ln
nn CdtCCCtutx    , т.е.  

dtCCCtu
n

neCtx
),...,,(* 121.)( . 

 

 12.5 Уравнения от вида  

0),....,,,,( )()2()1( nxxxxtF , където функцията F  може да се представи като 

пълна производна по t  от някаква друга функция, т.е. 

),....,,,,(),....,,,,( )1()2()1()()2()1(  nn xxxxt
dt

d
xxxxtF . 

В такъв случай уравнението се свежда до 0),....,,,,( )1()2()1(  nxxxxt
dt

d
, 

откъдето следва, че функцията Cxxxxt n   ),....,,,,( )1()2()1(  е пръв интеграл на 

изходното уравнение. 

 
 

  Задача (Стр. 20/ Зад. 272) Да се интегрира уравнението 

 (1) 098 4///  xx  

Решение: очевидно уравнението е от вида (12.3), т.е. липсва аргументът t . 

Както е известно редът на такова уравнение се понижава с единица, ако се въведе 

нова неизвестна функция с аргумент x  чрез полагането /)( xxu  . Определяме 

последователно производните: 

 (2) )()1( xux  ,  и uutx /)2( )(  . 

 Заместваме производните в (1) 

 (3) 098 4/  uuu , т.е. 

 (4) 0)98( 3/  uuu , 

откъдето произтичат две уравнения (възможности): 

    А)  0u , т.е.  0/ x ,   (5) Ctx )( . 

    Б) 098 3/  uu ,    т.е.  3

8

9
u

dx

du
 , 

 (5) dxduu
8

93     

 (6) 
/

1
2

8

9

2

1
Cxu    )2(.   

  
//

12 4

91
Cx

u
 ; 

 (7) 
2

1

//
1

4

9










 Cxu ,  т.е.  

2

1

//
1

4

9










 Cx

dt

dx
, 



  dtdxCx 









2

1

//
1

4

9
; 

  dtdxCx

C























2

1

//
1

1

9

4

2

3


, т.е. dtdxCx

3

2
)( 2

1

1     

  
/

2
2

3

1
3

2
)(

)12/1(

1
CtCx 


; 

  
/

2
2

3

1
3

2
)(

3

2
CtCx    

2

3
.  

  2
2

3

1)( CtCx  , 

откъдето след повдигане в степен 32  получаваме 

 (8) 1
3

2

2)( CCtx  . 

 

 

 Задача Да се интегрира уравнението 

 (1) 32//// 22 txxxt  . 

Решение: очевидно уравнението е от вида 

(2) 0),,( /// xxtF , 

т.е. липсва неизвестната функция )(tx . Редът на такова ДУ се понижава с единица 

посредством полагането 

(3) )()(/ tutx  ,  

откъдето изразяваме /// ux  , и след заместване в (1) получаваме ДУ от първи ред 

относно )(tu  

 (4) 32/ 22 tuuut  . 

 Ако представим ДУ (4) в нормален вид 

 (5) 

 

1

)(

2

)(

/

2

1 























 u

t
u

t
u

tBtA

 

се вижда, че то е уравнение на Бернули с 1n . За неговото решаване правим 

стандартното полагане 

 (6) 2)1(11 uuuy n   . 

 С това полагане уравнението се трансформира в линейното уравнение 

 (7) 2

)()(

/ 2
)()1()()1(

**

ty
t

tBnytAny

tBtA












, 

решението на което е 



 (8) 






  


1

)(*)(

1

**

)(),( CdtetBeCty
dttAdttA

 

 
















 




1
ln22ln2

1

2
2

2

CdteteCdtete ttt

dt

t

dt

 

)()( 1
2

1
222 CttCdtttt  
 . 

Ако вземем под внимание полагането (6), т.е. yu  , получаваме 

 (9) 11),( CttCtu  . 

Остана да отчетем в (9) и полагането (3), с което достигаме до следното ДУ 

 (10) 1
/ Cttx  , т.е. dtCttdx 1 . 

За да го интегрираме, правим ново полагане 

 (11) 2
1 zCt  , т.е. 1

2 Czt     и dzzdt 2 ,  

с което (10) добива вида 

 (12) dzzCzdzzzCzdx )(22.).( 2
1

4
1

2  , 

от интегрирането на което получаваме 

 (13) 2
2

3

11
2

5

12

3

1

5

21 )(
3

2
)(

5

2

3
2

5
2),,( CCtCCtC

z
C

z
CCtx  . 

 

 Задача (Стр. 20/ Зад. 275) Да се интегрира уравнението 

 (1) 01205. )3()4(  xxt  

Решение: очевидно уравнението е от вида (12.2) 

0),....,,,( )()1()(  nkk xxxtF  за nk 0 , 

т.е. в лявата страна липсват производните на функцията )(tx  до ред ( 1k )-ви вкл. 

Редът на такова ДУ се понижава с „ k ” единици посредством полагането  

)()( )( txtu k , откъдето следват: )()( )1()1( tutx k  ,     ….. ,    )()( )()( tutx knn  . В 

нашия случай 3k , 4n , а полагането е 

 (2) )()( )3( txtu  . 

Очевидно 

 (3) )(][ /)4()4( tux
dt

d
x  . 

Така уравнението (1) добива вида 

 (4) 01205. /  uut   0,: tt  

 (5) 0
1205

)()(

/ 



















tBtA

t
u

t
u . 

 Получихме линейно ОДУ от първи ред, и неговото общо решение е 

 (6) 

















 



















1

55

1

120
),( Cdte

t
eCtu

dt
t

dt
t  



 

















 


1
4

51
5

51
ln5ln5 120

11201120
Cdtt

t
Cdtt

tt
Cdte

t
e tt  

)24(
1

5

1
120

1
1

5

51
5

5
Ct

t
Ct

t










 . И така 

(7) 24),(
5
1

1 
t

C
Ctu . 

 Ако вземем под внимание полагането (2), от (7) получаваме следното 

ОДУ с РП 

(8) 24)(
5
1)3( 

t

C
tx , 

което се решава елементарно с три последователни квадратури: 

 2
41

2
5

1
)2( 24

4
24)( Ctt

C
CtdttCtx  

 ; 

 32
231

32
241)1( 12

)3(42

24

4
)( CtCtt

C
CtCtdtt

C
tx 


 

 ; 

 43
22321

43
22331 .

2
4

)2(12
.

23

12

12
)( CtCt

C
tt

C
CtCt

C
tdtt

C
tx 


 

 . 

И така 

 
 

 
*

4
*

3*
2

*
1

43
22321 .

2
4

24
)(

CC
CC

CtCt
C

tt
C

tx   , т.е. 

(9) 
*

4
*

3
2*

2
2*

1
3 .4)( CtCtCtCttx   . 

 

 Задача: Да се реши уравнението: 

 (1) 2/2//2 xxxx  . 

 Решение: уравнението е от тип (12.3), т.е. уравнение, в което не присъства 

(явно) аргумента t . Както е известно редът на подобни уравнения се понижава с 

единица чрез полагането 

 (2) )(/ xux   (т.е. въвежда се функция с аргумент х, понеже t  отсъства) 

 Изразяваме втората производна 

 (3) 


///

/

)(
)( uu

dt

dx

dx

xdu
xu

dt

d
x

uu




, 

След което заместваме (2) и (3) в (1) 

 (4) 22/2 uxuux    xu.2:  при 0,0  ux  

 (5) 



1

)()(

22

1 

















 u

x
u

xdx

du

xBxA



. 

 В този си вид уравнение (5) е уравнение на Бернули с 1n  относно 

неизвестната функция )(xuu  . Както е известно то се решава с полагането 

 (6) 2)1(11 uuuy n   . 



 След това полагане уравнението на Бернули 

 (7) nuxBuxA
dx

du
)()(   

преминава в уравнението 

 (8) )().( ** xByxA
dx

dy
 , 

което е линейно ОДУ от първи ред с коефициенти 

 (9
а
) 

xxx
xAnxA

1

2

1
2

2

1
))1(1()()1()(*  , и 

 (9
б
) x

xx
xBnxB 

2
2

2
))1(1()()1()(* . 

 И така, решаваме линейното уравнение 

 (10) xy
xdx

dy











1
. 

Неговото общо решение е 

 

















 




















)(),( lnln

11

CdxxeeCdxxeeCxy xx
dx

x
dx

x  

CxxCxxCdxxCdxxxx  
 21 )()()( . 

И така: 

(11) CxxCxy  2),( . 

Връщаме се „назад” към направените дотук две полагания. Според 

предпоследното: 2uy  , т.е. yu  , или 

(12) CxxCxu  2),( . 

А според първото полагане: /)( xxu  , т.е. 

(13) Cxx
dt

dx
 2 , 

което е ОДУ с РП 

 (14) dt
Cxx

dx


2
    

  1
2

Cdt
Cxx

dx



 . 

След интегрирането му получаваме 

 (15) 1
222ln CtCxxCx  . 

 С непосредствена проверка в (1) се установява, че и 0x  е решение 

(„изпуснато” до момента). 

 

 Задача (Стр. 20 / Зад. 271) Да се интегрира уравнението 

 (1) 02).1( ///2  xtxt . 

Решение: уравнението е от вида 



(2) 0),,( /// xxtF , 

т.е.  липсва неизвестната функция. Редът на такова ДУ се понижава с единица 

посредством полагането 

 (3) /xu  , следователно (4) /// ux  . 

 След това полагане уравнение (1) се свежда до ДУ от първи ред, което 

решено относно производната /u  има вида 

 (4) u
t

t
u

)1(

2
2

/


 , или още dt

t

t

u

du

)1(

2
2 

    

 1
2

12

2

ln)1ln(ln
)1(

)1(

2

1
.2ln CtC

t

td
u 




  ; 

 1
2 ln)1ln(ln Ctu  , т.е. 

 (5) 1
2 )1( Ctu   

 Ако отчетем полагането (3) 

 (6) dt
t

C
dx

)1( 2
1


 , т.е. 

 (7) 21221)21
1

1
ln

2

1

)1(
,,( C

t

t
CC

t

dt
CCCtx 







  . 

 

 

 Задача (Стр. 20 / Зад. 280) Да се интегрира уравнението 

 (1) 0)ln1()ln1( 2///  xxxxx . 

Решение: уравнението е от вида 

(2) 0),,( /// xxxF , 

т.е.  липсва аргумента t . Редът на такова ДУ се понижава с единица посредством 

въвеждането на функция с аргумент х 

 (3) )(/ xux  , следователно 

 (4) 


/// .

/

uu
dt

dx

dx

du
x

uu

 . 

 След това полагане уравнение (1) се свежда до ДУ от първи ред, 

 (4) 2)ln1(.)ln1( ux
dx

du
uxx    0: u  

което решено относно производната /u  има вида 

 (5) u
xx

x

dx

du

)ln1(

)ln1(




  

или още dx
xx

x

u

du

)ln1(

)ln1(




    

 








  11 ln)1(ln

)1(ln

)1ln2(
ln)(ln

)ln1(

)ln1(
ln Cxd

x

x
Cxd

x

x
u  

 








  1ln)(ln

)1(ln

1ln

)1(ln

)1(ln
2 Cxd

x

x

x

xd
 



 1
2

1 lnln)1ln(lnlnln)1ln(ln2 CxxCxx  , следователно 

 (6) 2
11 )1(ln),(  xxCCxu . 

 Ако отчетем полагането (3) 

 (7) 2
1 )1(ln  xxC

dt

dx
, т.е. dtC

xx

dx
12)1(ln




   

 212)1(ln

)(ln
CtC

x

xd



 ,  т.е. 21

2 )1(ln)1(ln CtCxdx 
 , 

 21
1)1(ln

)1(

1
CtCx 



 , т.е. 21
1ln

1
CtC

x



 ; 

 
21

1
1ln

CtC
x


 ,  

21

21

21

11
1ln

CtC

CtC

CtC
x







 ; 

 (8) 













21

21
21

1
exp),,(

CtC

CtC
CCtx . 

 Понеже в (4) делихме с /)( xxu  , приемайки 0u , то очевидно сме 

пропуснали решението 

 (9) 0/ x , т.е. Cx  . 

 

 

 Задача. Да се реши уравнението: 

 (1) /2/// xxtxxxt  . 

 Решение: уравнението е ОДУ от втори ред 

 (2) 0),,,( /// xxxtF . 

Нека видим дали F  не е хомогенна функция от някаква степен, т.е. дали 

уравнение от типа 

 (3) ),,,(),,,( ////// xxxtFxxxtF s   

допуска нетривиално решение относно s  (ако подобно уравнение има изобщо смисъл за 

дадената функция F , разбира се). В нашия случай уравнението е 

 (4) }{)()()()()( /2////2/// xxtxxxtxxtxxxt s   . 

 Лесно се вижда, че (4) е изпълнено тъждествено за 2s , с което всъщност 

установихме, че уравнението (1) е от типа (12.4), т.е. уравнение с хомогенна 

функция F  от типа (2). Редът на всяко едно такова уравнение може да бъде 

понижен с единица чрез полагането 

(5) )().()(/ tutxtx  , 

чрез което уравнение (1) се свежда до уравнение за новата функция )(tu . 

Действително 

 (6)  ).(.... /2/2/

)5(

/// uuxuxuxuxuxx
от

 . 

 Заместваме (5) и (6) в (1) 

 (7) ).().()}.({ 2/2 uxxtuxuuxxt  ,  т.е. 

  uxuxtuxtuxt 222/222 .  ; 



  0)( /2 uutx   0,: 2 xx  

 (8) 0/ uut ,  т.е.  
t

dt

u

du
 , 

 (9) 1lnlnln Ctu  , откъдето 

 (10) tCCtu .),( 11  . 

 С така намереното решение на (8) се връщаме на полагането (5), откъдето 

 (11) tCxCtux
dt

dx
..),(. 11  ,  или още dttC

x

dx
.1 ,  

решението на което е 

 (12) ]ln[ln
2

ln

21

2
22

21
t

C

eCCt
C

x  . 

След антилогаритмуване получаваме 

 (13) 

21

2
221 ),,(

t
C

eCCCtx  . 

 Понеже при направените преобразования делихме с 2x , като приехме 0x , 

то следва да проверим дали 0x  не е „изпуснато” решение. С непосредствена 

проверка в (1) се установява, че 0x  е решение. Обаче това решение не е 

„изпуснато”, защото то се получава от общото решение (13) за 02 C . 

 

 Задача. Да се реши уравнението 

 (1) txxxx 22/// 15  

 Решение: и това уравнение е ОДУ от втори ред 

 (2) 0),,,( /// xxxtF , 

имащо хомогенна функция от степен 2s , понеже уравнението от типа 

 (3) ),,,(),,,( ////// xxxtFxxxtF s  , 

което в нашия случай е 

 (4) }15{)(15)()()( 22///22/// txxxxtxtxxx s    

е изпълнено тъждествено за 2s . Редът на всяко едно такова уравнение може да 

бъде понижен с единица чрез полагането 

(5) )(./ tuxx  , 

чрез което уравнение (1) се свежда до уравнение за новата функция )(tu . 

Действително 

 (6)  ).(.... /2/2/

)5(

/// uuxuxuxuxuxx
от

 . 

 Заместваме (5) и (6) в (1) 

 (7) 015).().( 22/2  txuxuuxx , или още 

 (8) 0)15( /2  tux   0,: 2 xx  

 (9) 015/  tu , т.е. 2

1

.15 t
dt

du
    



 (10) 1
2

3

1
2

3

1
2

1

10
)12/1(

15
15)( CtCtCdtttu 


  . 

 Връщаме се на полагането (5) 

 (11) 













 1

2

3

10)(. Ctxtux
dt

dx
, т.е. dtCt

x

dx














 1

2

3

10    

 (12) 













  21

2

3

21
2

3

.1010ln CtCdttCdtCtx  

  21
2

5

21
2

5

21
2

5

.4.
)2/5(

10
.

)12/3(

10
CtCtCtCtCtCt 


 , 

откъдето след антилогаритмуване получаваме общото решение на (1) 

 (13) 













 21

2

5

21 .4exp),,( CtCtCCtx . 

 Понеже при направените преобразования делихме с 2x , като приехме 0x , 

то следва да проверим дали 0x  не е „изпуснато” решение. С непосредствена 

проверка в (1) се установява, че 0x  е решение. А съдейки по (13) това решение 

наистина е „изпуснато”, защото то не се получава за никои стойности на 

интеграционните константи 1C  и 2C . Ето защо общото решение следва освен (13) 

да включва и 0x . 

 

*Забележка: Цитираните в настоящото ръководство задачи (Стр. ххх, Зад. 

ууу)  визират „Сборник задачи по математични методи на физиката физика”, 

с автори Кръстю Иванов, Вълю Великов, Пловдивско университетско издание, 

2000 г. 
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