TEMA 8. MEXAHUYHU TPEIITEHUSA

1. XapmonnuHo TpenteHe. OCHOBHH XapaKTePUCTHKH HA XapMOHMYHOTO TPeNnTeHe
1.1. TIlonsaTHe 32 paBHOBecHe U TPeNnTeHe

Koeamo éexkmoprnama cyma om ecuuku cunu, KOumo 0eticmeam Ha eOHa MamepuaiHa moukd,
e HYla U CbUje8PeMEeHHO MAMepUualHama mo4ka e 6 noKoll, Kaseame, ue Mamepuainama moyka ce
HaMupa 8 CbCcmosHue (noaodceHue, mo4Kka) Ha MexaHu4Ho pagrHosecue.

CbCTOSITHUETO HAa MEXaHUYHO PABHOBECHE MOXKE N1 € YCmouduso, HeyCmouuuso WiIn
be3paznuymo.

AKO MAnko omkIOHeHUue Om NOJIOJNCeHUemo Ha pasHogecue 800U 00 8b3HUKBAHE HA CUTU,
KOUmo owe nogeue OMKIOHABAM MAMepuailHama mouyka Om pPA6HOBECHOMO NOJI0JCEHUe,
pasHogecuemo e Heycmouiueso.

Kocamo npu manko omknonenue om pagno8ecHOmMo NON0NHCEHUE 8b3HUKEAM CUNU, KOUMO
8pvuWam MamepuaiHama moukad 6 PAGHOBECHOMO NONO0JCEHUE, PABHOBECHOMO NOJIONCEHUe ce
Hapuua ycmoudueo.

Axo npu npousBoIHO OMKIOHEHUEe OM NOJONCEHUEMO HA PABHOBecUe CyMama om Cuiume
ocmasa Hyna, pagHo8ecuemo ce Hapuia 0e3pasiuyHo.

AKO MaTepuaiHa TOYKa, HAMHUpAIlla C€ B ChbCTOSIHUE Ha YCTOMYMBO PaBHOBECHE, C€ OTKJIOHU
MaJIKO OT TOBa ChCTOSIHUE U IOCJIE CE IyCHE Jla C€ JABMXKU CaMo IOJ] IeWCTBHUE HA CHJIUTE, KOUTO
00yCIIaBIT ChbCTOSIHUETO Ha PaBHOBECHE, MaTepHaHATa TOYKA 3aIl04Ba Ja U3BBPIIBA MEPHOAUIHO
JBUKEHHE, KOETO CE€ ChCTOU B peAyBaHE Ha BPbHIIAHE U OTKIIOHEHHE B IPOTUBOIIOJIOKHU ITOCOKH OT
TOYKaTa Ha PaBHOBECHE.

Ilepuoouuno osudiceHue Ha MamepuaIHa Moyka OKOJI0 MOYKA HA YCMOUYUBO PABHOBeCUe Ce
Hapuua mpenmete.

IIpumepu 3a TpenTeHe ca: JBMKEHHETO Ha TEKECT, OKAYeHa Ha MPYXKUHA, JIFOJIEEHETO Ha
Maxajlo U MHOTO JIPYT'H.

BbB Qu3nkara moHATHETO TpENTEHE MMa MO-IIUPOK CMUCHI. TpenTeHe MpeicTaBiIsBaT He
camMoO TOCOYEHUTE MEXAHWYHHM ABW)KEHHS OKOJO PaBHOBECHO IOJIOKEHME, a CBIIO TaKa BCHUYKHU
MIPOLIECH, KOUTO C€ XapaKTepu3upar ¢ MepuoIMYHO U3MEHSIIN C€ BbB BPEMETO (PU3NYHU BEIUUYUHU
(HampuMmep eIeKTPOMarHUTHUTE TPENTEHUS).

1.2. Bujaose TpenTeHust

Tpentenusita, KOUTO ce CpelIaT B MPUPoOIaTa, ce KIacuUIMpPaT M0 pa3IuyeH HauuH.
1) B 3aBUCHMOCT OT MpHPOAATa UM pa3UYaBAME MEXAHUYHU, €eKMPOMACHUMHU,
eneKmpomMexanuyHy TPENTEHU U JIp.

[Ipn MexaHUYHUTE TPENTEHUsI Ce U3MEHS MOJIOKEHUETO Ha TAJIOTO B MPOCTpaHCTBOTO. [Ipu
€JIEKTPOMArHUTHUTE TPENTEHHSI C€ U3MEHSI MHTEH3UTETHT Ha €JIEKTPUYHOTO U HA MAarHUTHOTO TOJI€.

2)  Croopen xapakTepa Ha Bb3JICHCTBHETO ChIIIECTBYBAT:

A) CoOctBenu (1n cBOOOAHM) TPETITEHUS

Tpenmenus, koumo ce u3gvpuisam 6e3 HenpeKvLCHamo 000a6sHe Ha eHepUsl 8 CUCmeMamd
Om 8bH, ce Hapuuam coOCmMeeHU MpPenmeHus..

b) Ilpunyznenu tpenteHus

Tpenmenus, Koumo ce u3bPUWBAM NPU HATUYUEMO HA BbHUHO, NEPUOOUYHO USMEHAUIO Ce C
gpememo @v30elcmeaue, ce Hapuuam nNPUHYOeHU MpPenmeHusl.

B) ABroTpenTtenus



Cobcmeenu mpenmenus, KOUMO He 3amuxeam 6 cucmema ¢ OUCUNAMUGHU CUIU NOPAOU Mosd,
ye 6 cucmemama NOCMbNEA OONBLIHUMENHO eHep2Us, ce Hapuiam asmompenmeHus.

I') [TapamMeTpuuHU TpeNTEHUS

Tpenmenus, npu Koumo 6bHWHOMO 6b30eUCmEUe He NPeou3sUKea mpenmene HA YANama

cucmema, a camo nepuodulma NPpOMAHA HA HAKAK®6 HEUH napamemvp, ce Hapudam napamempudHu
mpennerusl.

1.3. KuHeMaTHKa HA XapMOHUYHHTE TPeNTEHUsI

Jla pasriename eMH IpUMeEp 3a JBUKCHHE, KOETO IIPEACTABIIABA TpENTEHE. AKO MaTepraiHa
Touka M ce IBMKH paBHOMEPHO IO OKPBKHOCT € paauyc A, TO HeliHaTa OpTOrOHaJHA MpoeKuus P
BBPXY HSIKOM OT JHMaMETPUTE Ha OKPBHKHOCTTA U3BBpIIBA TpenTene — ¢ur. 8. 1.
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AKxo m3moirBame JACKapTOBa KOOpAWMHATHA CUCTEMA C HAYAJI0 O, B ICHTBHpPA HA OKPBKHOCTTA

U pasriiejame npoekuusara P Ha matepuansnara Touka M BbpXy ocTa X, OpArHaTaTa Ha Ta3u IPOEKIINs
B JIaJICH MOMEHT €:

x(t)= Asing(t) 8.1

KBJIETO (p(t) € NOJIIPHUSA BI'bJI MEXKY PaJuyC BEKTOpa Ha MaTepHalIHAaTa TOYKa M 0cTa Y. TO3H BIrbil
Ce MMPOMEHS C BPEMETO 110 3aKOHA:

olt) = oot + 8.2
KBbIACTO (PO € MNOJEIpHUA BI'bJI B HAYAIIHHUA MOMCHT BpPCMC t= O , a (,00 — bIJIOBATa CKOPOCT.
Crie10BaTEIHO KOOPAMHATA HA IPOEKIHATa P BPXY 0CTa X C€ M3MEHS C BPEMETO 10 3aKOHA:

x(t) = Asin(wo,t + @, ) 8.3

Heudicenue, koemo ce u36vbpui6a NO CUHYCO8 3AKOH, U3PA3ABALWY C€ CbC 3aKOHA
x(t)= Asin(oyt +@,) ce napuya xapmornuuno mpenmene.

BennmuuHuTe, KOWTO ydYacTBaT BBB (opMmyiara ce HapudaT: X — OMKIOHeHUue Om
PABHOBECHOMO NOJI0JCeHUe WIH eloHeayus; A — amniumyoa M TIPEICTaBIsBA MaKCHMallHATa
a0COJIOTHA CTOMHOCT Ha OTKJIOHEHHETO OT TMOJOXCHHETO Ha pPaBHOBECHE; (P(t):(DOt+(|)0 -

BCJIMYNHATA, KOATO CTOU IIOJ 3HAKAa HAa CUHYCa CC Hapru4da qbasa Ha TPEIITCHCTO B MOMCHTA t; @y —

HaudaiHha d)CBd n 0, — cobcmeena Kpvecoea wecmoma.



XapMOHUYHOTO TPENTEHE € MEePUOJUYHO JBHKEHHE U C€ XapaKTepusupa ¢ nepuoo T u
yecmoma Vv, KOUTO Ca CBbpP3aHU C KPbroBaTa 4ECTOTA IO MO3HATUTE OT BBIIPOCA 3a PAaBHOMEPHO

21 1 2n
JBUKCHHE 110 OKPBHKHOCT popmymn: T=—; v= I Wy =—=27v.

g
CKOpoCTTa M YCKOPEHHMETO IPU XapMOHHYHOTO TPENTEHE CE IOJy4aBaT OT 3aKOHA 3a
IBIDKEHUETO YPE3 MOCIIEN0BATENHO Au(epEHIIMPaHE:

V= ‘;'I_’t‘ = Aw,C08(w, t +p, ) = A@oSi“((”o oo+ g) H
dv 2ci ’si
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CDOpMy.TIa (84) IMOoKa3Ba, 4€ CKOPOCTTAa Ha TOYKATA, KAKTO U CJIOHTalusiATa, CC U3MCHAI C
, /Y
BPEMCTO I10 XapMOHHWYECH 3dKOH, HO (1)8.38.Ta U C€ pa3jin4aBa C — OT TAa3U Ha CJIIOHTalUATA. B MOMCHTA,

KOTraTo OTMECTBAHETO € PaBHO Ha HyJa, CKOPOCTTa HA TOYKAaTa € MaKCUMaIHA. Y CKOPEHUETO ChIIO
ce M3MEHsS 10 XapMOHHMYeH 3akoH. HeromaTa (haza ce oTiamuaBa OT Ta3W Ha OTMECTBAHETO C T.
3aBHUCHUMOCTUTE Ha OTKJIOHEHHETO, CKOPOCTTAa M YCKOPEHHETO Ha XapMOHUYHOTO TpENTEHE OT
BpeMeTo U (¢a3aTa ca IpejacTaBeHu Ha ¢ur. 8.2.

1.4, JInnamMuKa HA XapMOHUYHOTO TPeNnTeHe

Jla cpaBHMM 3aKoHa 3a JIBIDKEHHETO TpW XapMoHWYHO TpenrteHe (8.3) W 3akoHa 3a
yckopenueTo (8.5). Bmwkna ce, 4e yCKOpEHHETO a € CBBP3aH0 ¢ OTKJIOHEHUETO X 10 (hopMyJiaTa:

d’x
a:—mSX:F+w§X=O 8.6

Cera Ja 3aMCCTUM YCKOPCHHUCTO BbB BTOPHUA ITPUHIIUIT Jd JTUHAMUKATA:

F=ma = -mw;x = —kx 8.7



[lpu TOCNENHOTO TpeoOpa3oBaHME BBBEXAAME HOBO O3HaueHMe M, =K 3a

MIPOU3BEACHNETO OT MacaTta M KBaJpara Ha BIIoBaTa CKOPOCT, KOETO MPOU3BEACHUE UTpac poJisi Ha
MOJIOYKUTEIICH KOS(HUIIMEHT Ha IPOIMOPIIUOHATHOCT MEXK/Ty CHJIaTa U OTKJIIOHEHHUETO.

Taka Bmkmame, 4Ye cujara, KOSATO JCWCTBA BBPXY MaTepHaiHa TOYKa, H3BBHPIIBAIIA
XapMOHUYHO TPENTEHE, € MPOMOPIOHAIHA HAa OTKIIOHEHHUETO OT PABHOBECHOTO MOJIOXKCHUE U UMa
MOCOKA IPOTUBOIOJI0KHA (Opaji 3HaKa MUHYC) Ha TOBA OTKJIOHCHHE:

F = —kx 8.8

Cuna, neiicTBalla 1o TO3M HaYMH CE€ Hapuya Keasuenacmuyna cuia. ToBa € cuiia, KOsITo IIpU
BCSIKO OTKJIOHEHHME OT PaBHOBECHOTO IOJIOKEHUE JIEHCTBA TaKa, ue Jla BbpHE MaTepUaIHATA TOUKA B
II0JIO)KEHHETO Ha paBHOBecue. (CienoBaTeNHO, MMaMe I0JIO)KEHHWE Ha YCTOWYMBO pPaBHOBECUE U
XapMOHUYHOTO TpPENTEHE € JBUKEHUE OKOJO IIOJIOKEHHWE Ha YCmoudueo pasHosecue, m.e.
npeocmaesnasa mpenmene.

Ot popmyna (8.7) e scHO, ue KpbroBaTa 4eCTOTa MOKE /1a C€ MPEJCTaBU BB BUA:

0)0 = _— 8.9
m
CJ'IG,I[OBaTeJ'IHO OCTAHAJINTC XapaKTCPHUCTUKHU HA TPCIITCHCTO — IICPHUO U YE€CTOTA Ca CBbP3aHU
C IMHAMHWYHHUTC IIapaMCTPU 4PEC3 paBCHCTBATA:

T:EIZT[\/E1 \)zizi\/E 89
®, k T 2x\Vm

2. TpenTsamu cucreMu

[Ipn oOTKIIOHEHME Ha peauna MEXAHWYHH CHUCTEMH OT PAaBHOBECHOTO UM IIOJOKECHHE
BB3HUKBAT BPBILAIIN CHJIM U T€ U3BBLPIIBAT TPENTECHUs. B Hal-NPOCTUTE Cilydau ABUKEHUETO Ha
cucremMara € ¢ €[Ha CTENEeH Ha cBo0Oja, T.e. OIMCBA CE caMO C €/1Ha KOOpAWHATa — Halpumep
OTKJIOHEHHETO X. OOMKHOBEHO CaMo MPHU MaJIKU OTKJIOHEHUS TPENTeHUsITa ca XxapMoHU4HU. [Ipu no-
rOJIEMU OTKJIOHEHHS] BPBIIAILIUATE CUIIM IIPECTABaT 1 CE€ U3MEHSAT 110 JTMHEEH 3aKOH U IBUYKEHUETO HE
ce omucBa ¢ ypaBHeHHeTO (8.6) Ha XapMOHMYHMS oOCLITOp TakuBa TPENTEHHs ce Hapuyar
AHXAPMOHUYHU.

2.1. TIpyxuHHO Maxajo

Cucmema om msano ¢ maca M, C8bLP3AHO ¢ OE3MeN06HA NPYIHCUHA, CE€ HAPUYA NPYIHCUHHO
maxano.
Hexka pasriieqamMe BepTHKAIHO MPYXHUHHO Maxaio — ¢ur.8.3.
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B paBHOBecHOTO mosiokeHHE cujara Ha Texxkecrra G ce ypaBHOBecsiBa OT CWilaTa Ha
enactuuHoct F=KX,, Bp3HuKBaia npu aedopmaiys Ha NpykKuHata. AKO BBHIIHA CHJIa H3BEIC

TOIYETO OT paBHOBECHOTO mosiokeHue (X =0) u ro orMecTn Ha HsKakBO pasctosiHue (X =0),
MaxajoTo 3al04Ba Jia U3BbPIIBA XaPMOHUYHH TPENTEHUS MO/ IEUCTBUE HAa paBHOJIEHCTBAIIATa CHUIIA

Ha G u F= —k()ﬁ(0 + 7(), KOSITO C€ CTPEMHU Jia 'O BbPHE OTHOBO B PAaBHOBECHOTO MOJOKeHHE. Ta3u

cuna e F=-kX. Torasa YPaBHCHHUETO 3a IBHMXKCHUEC HA TCITIMJIKATA I10JIydyaBa BU/Ja:

d’x d’x
mF:—kX, 501041 F'FCOSX:O,
KbACTO CME IMOJOXWIN — = (DS . Orxionennero X Ha MPY>XUHHOTO Maxajlio YAOBJICTBOPsBA
m

YpaBHEHHETO HAa XapMOHWYHHA ocumiarop (8.6), KoeTo o3HauaBa ue JABMIKEHHETO Ha MaxajioTo €
XapMOHUYHO TPENTEHE ¢ KPhroBa 4eCTOTa

0y = |~ 8.10
m
CHGI{OBaTeHHO IIpU BEPTUKAJIHO OTKJIOHCHUEC HA TCTJIMJIKATa OT PaBHOBCCHOTO U TIOJI0’KCHHUE
Bb3HUKBAT XapMOHMYHM TPEOTCHMA, YHUATO KPBroBa 4YECTOTA CE€ OmIpencis OT Macara M Ha
TCTJIMJIKaTa U KOG(I)I/ILII/IGHTa Ha exacTUYHOCT K Ha Mpy>xxuHara. Bp’bH_[aIHaTa CuJla CC Iopaxaa OT
B3aHMO,HeI>'ICTBI/IeTO Ha TCIJIWJIKATa WU IPYyXUHATA. Ta e BbTPCIIHA CHJIa 3a CHCTEMATa TCIJIMJIKA-
IMpYy>XHUHAa 1 110 CBOATA IIpUPOJa € CUJia Ha €JIAaCTUYIHOCT.

2.2. MareMaTH4YHO MaXxaJjo

Manxo monue ¢ maca M, 3akayero Ha 00CMamvyHo Ovbjled MbHKA Hepaszmeziuea HUuwKa ¢
OBANCUHA L, ce Hapuda mamemamu4dHo maxailo.

Z[LJ'DKI/IHaTa L Ha HUIIIKaATa € A0CTaTb4HA, KOraToO € MHOTI'O ITIO-T'0JIIMa OT paJinyCa Ha TOITYCTO.
AXO OTKJIOHHUM TOIIYETO OT PABHOBCCHOTO MY IIOJIOKCHUC HA BI'bJI 6, BBpPXY HETO JIeiicTBaT cuiiaTa

Ha Texxectra G = m@ M cujaTa Ha ONbBaHE HAa HUINKaTa T . Pe3y.]'ITaHTHaTa Ha TC3HW JIBC CHIIH

MNpEeAN3BUKBA BBPTCHE Ha TOITYCTO OKOJIO TOYKATa HAa OKAa4YBAHC 0 - (I)I/Il". 8.4.

O®ur. 8.4

3anucBaMe ypaBHEHHETO 3a BbPTEHE Ha TOIYETO OKOJO OC, MMHABalla Ipe3 TOYKaTa Ha
okauBaHe O U nepneHANKYJIsIpHA HAa paBHUHATA HA YepTexkKa.



2
|%:_M, 8.11

kbaeTo0 | =mL® e MHEpUHHMAT MOMEHT Ha TONYETO CHPAMO OCTa Ha BHpTeHe, a M=mgLsin® e

BBPTSIIMS MOMEHT Ha cujara Ha Texxecrra. CuiaTa Ha OMbBaHE HA HUIIKATA HE Ch3/1aBa BHPTSII
MOMEHT, 3all0TO HEWHOTO pamo € Hyna. 3HaKbT ,,-,, B ypaBHeHue 8.11 mokasBa, 4e BBPTSIIUSAT
MOMEHT C€ CTPEMH Jia BbPHE MaxalloTO B PaBHOBECHOTO MY IOJIOXEHHE, T.€. KOraTo MaxajaoTo €
OTKJIOHEHO C IOCOKa, 00paTHA Ha TIOCOKATa Ha JBMKEHUE HA 4acoBaTa CTPEIIKA, BEPTSIIUAT MOMEHT
€ TI0 MOCOKa Ha yacoBaTa crpenka u obpatHo. Ciex 3amectBane Ha | 1 M B ypaBuenue (8.11) ce
MoJTy4aBa:

2

%+%sin9:0, 8.12

Vpasuenue (8.12) ce pa3nnvaBa OT ypaBHEHHETO HA XaPMOHUYHHUS OCHUIATOpP. AKO 0Oade
BIJIMTE HA OTKJIOHEHHE Ca MAJIKH, TOraBa ¢ MPUOJIMKEHHE MOKE J1a ce 3amuim Sind ~ 0.

B pasrienanus npumep XapMOHHUYHHUTE TPEITEHHs BBb3HHUKBAT B PE3yJTAT HA €JHOKPATHO
OTKJIOHEHHE Ha TPENTAIIOTO TSJIO OT HAYaIHOTO CHCTOSHHE HA PAaBHOBECHE W B OTCHCTBHE Ha
BBHIIHU CHiid. TakuBa TpenTeHus ce HapuyaT c60600Hu. CBOOOAHUTE XapMOHUYHU TPEITCHUS CE
CBITBTCTBAT OT MEPUOJMYHU NPEBPBLIAHWS HA KUHETHYHATA CHEPIHs HAa TPCNTAIIMTE TEla B
MOTEHIMAIHA CHEPrusl Ha B3auMojieiicTBUe W oOpaTHO. Jla pasriegame Te3u MPEBPBIIAHHS MPU
NPY)KUHHOTO Maxaio. Jlomyckame, 4e TOIYETO M MPY)KMHATA ca €Ha 3aTBOPCHA CHCTEMa, B KOSTO
JIeiCTBA €MacTUYHA cuiia ¢ roieMuHa F. OT neuHUIIMOHHOTO PaBEHCTBO HA €JIACTUYHATA CHUJIA
ciesBa, 4e TS € KOHCepBaTHBHA cuia (HeliHarta paboTa MO 3aTBOPSH KOHTYp € paBHA Ha HyIia).
[ToTeHnMamHaTa eHeprus Ha IPYKHHHOTO MaxaJio €:

2
E, = 8.13
2
3amectBame m3pasa (8.3) 3a x B (8.13) u moryuaBame:
E—lkxz—lkAz'z( t+,) 8.14
p =5 KX =3 sin“(@,t + ¢, ). )

KuneTnuHaTa eHeprusi Ha MaxajaoTo B IPOM3BOJICH MOMEHT OT BpeMe I€ MOIY4YHUM KaTo 3aMECTUM
u3pasa 3a ckopocrra (8.4) BbB (popmyIara:

E, = %mv2 = %kAZCOSZ(OJOt+(p0). 8.15

IInaHaTa CHEPIrud Ha MaxaJjioTO € CyMa OT HETOBATAa KMHCTHUYHA U ITOTCHIMAJIHA CHEPT U .

E:Ek+Ep:%kA2:const. 8.16

[Tonmyyenara ¢opMyna mokasBa, 4e IbJIHATA €HEPrUs € MPONOPIMOHATHA Ha KBajpaTa Ha
aMIUIATYy/laTa Ha TPENTEHUATA.

[IpeBppliaHeTo Ha eHeprusita ce U3BBHPILIBA B CHOTBETCTBHE ChC 3aKOHA 3a 3alla3BaHe Ha
MeXaHMYHaTa €HEeprusi B KOHCepBaTHUBHA cucTema. [Ipu IBMKEHHETO Ha MaxalloTO HaJoNy WU
Harope HeroBaTa MOTEHIMAJIHA €HEPTUsl ce yBeluYaBa, a KMHETHMYHATa HamalsBa. B Toukara c
MaKCHUMaJTHO OTMECTBAaHE MOTEHLUAIHATa My €HEeprus MMa MaKCHUMalHa CTOMHOCT M € paBHa Ha
I'bJIHATA €HEeprus, a KWHETUYHATa EHeprHsl € paBHA HA HyJIa.
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®ur. 8.5

3. CbOupaHe Ha XapMOHHUYHH TPeNTeHUs
3.1. IlpuHOMO HA CyNepHO3ULIMUATA

Jocera pasriexzaaxme IMPOCTH XAPMOHMYHU TPENTEHMs, KOUTO CE€ U3BBPLIBAT O]
JEMCTBHETO caMO Ha €1Ha Bpbllama cwia. Kak me ce JBWKM MaTepuajiHaTa TOYKa, ako IMpu
OTKJIOHSIBaHE OT PaBHOBECHOTO U MOJI0KEHHE BH3HUKBAT JIBE WJIM TIOBeYe Bpbiiay ciiu? OTroBop
Ha TO3H BBIIPOC JaBa MPUHIUIBT HA CYNEPIO3UIMITA HA TPENITEHUATA:

Axo Ha eoHa mamepuanHa MOYKA Oelcmeam HAKOIKO 6PbUAUU CUTU, M U3BLPULBA
€e0HOBPEMEHHO MOJIKOBA MEXAHUYHU MPenmeHrus, KOJIKOMOo e Opos Ha epbujaujume CUiu.

Bcesiko TpenTeHe € He3aBUCUMO OT OCTaHAIUTE — U3BBPILIBA CE MO/ ICHCTBUE HA OIpe/eeHa
CHJIa, TaKa KaKToO OU ce U3BBPILIBAJIO, aKO OCTAHAJIUTE CHJIN HE JIeHcTBaxa.

[IpyHIMITBT HA CYNENO3UIUATa € CIEACTBHE OT JIMHEHHOCTTa Ha AU(EepEeHIUATHOTO
ypaBHeHue (8.6), K0eTo onmucBa XapMOHUYHOTO TpenTeHe. B Hero npoMeHiinBaTa X U HeiHaTa BTopa
MIPOM3BOJIHA y4acTBaT Ha MbpBa CTENeH. AKO TPENTEHETO € aHXapMOHHYHO, T.€. aKO BPBIIAIINTE
CHJIM CBHIBPKAT CHOMpaeMH, MPOINOPUMOHATHM Ha X2, X° M T.H., ypaBHEHHETO, OINKCBAIIO TOBA
TpenTeHe, € HeMMHEIHO U MPUHIMITBT HA CYNEPIIO3UIIUATA IpecTaBa Ja € B cuiia. ToBa o3HavaBa, 4ye
JIB€ HEIMHEHHH TPENITeHHUs He ca HE3aBUCHMH, a B3aUMHO CH BIIUSAT.

[Tpu HacnarBaHeTo Ha XapMOHMYHU TPENTEHUS C Pa3IMYHHU YECTOTH, IIOCOKH, aMIUIUTYIH U
HavyajnHu (a3u ce Mojy4yaBa CII0KHO ABMkeHue. llle pasrinename camo TpH YacTHU ciiydyasi, KOUTO
Hal-4yecTo ce cpeuiaT B pa3aIu4yHu 00JacTu Ha (pU3HKaTa:

» CnOupaHe Ha TPENTEHHS C €THAKBU YECTOTA U HAIPABJICHUS;

» Cp0upaHe Ha JIBe TPENTECHUS C €THAKBO HAIIPABIICHUE U OJIM3KH YECTOTH;

» CpbOupane Ha /1B€ B3aMMHOIICPICHIUKYISIPHA TPENITEHHUS C €IHAKBU YECTOTH.

3.2. BekTopHM auarpamMu

Heka marepuasHa TOYKa M3BBPIIBA B HAIIPABJIEHHE HA OCTA X €IHOBPEMEHHO [IBE€ IPOCTHU
XapMOHHMYHU TPENTEHUS C €IHAKBA KPBrOBa 4€CTOTA (0.
X; = Assin(wot + @g1); Xz = Azsin(wot + @) 8.17
B o0mus ciywait ammumntyauTe U HadanHute $a3u ca pa3nudHd. ChIIIaCHO C MIPUHITMIIA Ha
CYINENO3UIHUsATAa OTKJIOHEHWETO X Ha MaTepuallHaTa TOYKa OT PaBHOBECHOTO U TOJOKEHUE B
IIPOU3BOJIEH MOMEHT OT BpeMe { e:

X =X, +X, = A sin(w,t + ¢y, )+ A, sin(@yt + @y, 8.18

CpuiecTByBa reOMETPUUEH METOJ] 32 HAIJIEAHO NPEACTABSIHE HA XapPMOHUYHUTE TPENTEHUS
4pe3 BEKTOPHU, HAPEUEH Memoo Ha éekmoprume ouazpamu. To3u MeTo] € 0cO0EHO MOJIe3eH KOraTo



ce Hajlara chOMpaHe Ha XapMOHWYHHU TPETITCHHUS, 3aII0TO 3aMEHs ChOMPAaHETO Ha TPUTOHOMETPUYHHU
(YHKLINU C HATTIEIHOTO T€OMETPUYHO CHOMpaHE Ha BEKTOPH.

Bcesko xapMOHUYHO TpenTeHe X = ASin(oaot + (po) ce IIPeICTaBst 4pe3 BEKTop A ¢ MOIyI A,

paBeH Ha aMIUIUTY/laTa Ha TPENTeHe, KOWTO ce BbPTU OKOJIO HAYaJIOTO Ha KOOPAMHATHATA CUCTEMA C
IIOCTOSTHHA BIVIOBA CKOPOCT (),, PaBHA Ha KPBbroBaTa 4YeCTOTa Ha TpenTeHe — ¢ur. 8.6.

\ O x=Asing ' X

1

1

1

1
1
______

B nanen momeHT t BeKTOphT A CKJIIOYBA C OCTa Y BI'bJI (), pABEH HA MOMEHTHATa CTOMHOCT

Ha (pa3ara Ha TpenTeHe (p(t) =yt + @, . [IpoekuusATa Ha BEKTOpPA A BBPXY OCTa X €:
X = Asing = Asin(w,t + @, )

T. €. TA CC UBMCHJ C TCUCHUC HAa BPCMCTO IO ChbIIUA 3aKOH, KAKTO OTKJIOHCHHUETO ITPU XapMOHHUYHOTO

TPCIITCHC: Ka3BaM€, UC IIPOCKIMUATA HAa BCKTOpa A HU3BbpHIBA XaPMOHHUYHO TPCIITCHE.
Heka MaTCpHrajiHa TO4YKa U3BbpHIBA CAHOBPEMCHHO ABCTC XapMOHHUYHHU TPCITCHUSA, 3a1dICHU

aHanuTH4HO ¢ ypaBHeHue (8.18). Ha BekropHara nmarpama mnocrposiBaMe BeKTOp A, ¢ Hayalo B

Hayanoto O Ha KOOpAMHATHATA CUCTEMA, KOMTO CKIIFOYBA BbI'bJ (pl(t) =t +@,, c octa y (¢ur. 8.7).

4

X

®ur. 8.7

Ot xpas Ha BEeKTOpa Al IIOCTPOSIBAME BTOPU BEKTOP Az , CKJIFOYBAILl BI'BI @, (t)= oot + @y,
c ocrta y. Taka qBeTe TpenTeHUs ca MPEACTABEHU C BEKTOPU, YUUTO MOAYIH A1 U A2 ca paBHU Ha
aMIUINTYIUTE Ha TpenTeHe. [[BaTa BEKTOpa ce BbPTAT C €IHAKBa BIII0BA CKOPOCT (), OKOJIO HAYaJIOTO
O, KosATO € paBHA Ha KpbroBaTa 4ecToTa Ha TpenteHe. Ilopaan ToBa BIeABT MEXIY TAX AQ HE ce

IIPOMEHS C TeueHue Ha BpeMeTo. Toill e paBeH Ha pa3fuKara B HauaaHUTe (a3u Ha ABETE TPENTEHUS:



AP =P, =P, =Py, =Py,
CnenoBarenHo cymara ot asara Bekropa A=A, + A, € BEKTOp C IIOCTOSAHEH MOy, KOWTO

CE€ BbPTHU CHC ChllaTa bIJIOBA CKOPOCT 1, . I1 OCKIUsATAa Ha BEKTOpa A BBPXY OCTa X ce u3pa3sBa C
0

ypaBHenwue (8.18). Ot Tyk cieaBa U3BOIBT, Y€ cymMama om 08e XapMOHUYHU MPenmeHus ¢ eOHaK8U

Kpveosu uecmomu 0y, KOUmMo ce ussvpuieam 6 e0HO U CbU0 HanpaesieHue, € XapMOoHU4YHoO mpenniene

cve cvwama Kpveosa uecmoma ). Ha BexkTOpHara numarpama TOBa pPe3yJITaTHO TPENTEHE ce

npeacraBsa C BCKTOP A, PaBCH Ha ICOMCTpHUYHATA CyMa OT BCKTOPUTC, HU3pas3dBalllkd OTACIHUTC

TpenteHus. Pazara Ha Pe3yIATaTHOTO TPENTEHE € paBHA Ha bI'bJIa (P, KONTO BEKTOPHT A CKIIOYBA C

ocTa Y. AMIUIUTY/IaTa Ha TPENTEHE € paBHA HAa MOJyJa Ha BEKTOpa A U MOXE Jia ce ONpelesid OT
TPUBI'BJIHHUKA, 00pa3yBaH OT TPUTE BEKTOpa — HAIIPHUMEP C TIOMOIITA Ha KOCHHYCOBa TeopeMa.

3.3. DBuene

[lle pa3riename IBMKEHUETO HA MaTepHATHA TOYKA, KOSTO U3BBPIIBA STHOBPEMEHHO B €THO
U CbIIO HAIIPABJICHHUEC JABC XAPMOHUYHH TPCITCHUA C 6HH3KI/I 0 roJICMMHa KpPbIroBU YCECTOTH,
CHOTBETHO PaBHU Ha ® H M+ Aw®, IpH KoeTo Am<<®. Pe3ynratHoTo ABMXCHHE MOXE Ja Ce
pasriexaa Kato TPENTeHe C IMyJCHpalla aMIUIUTy/Aa, HapeueHo oOuene. llle pasriename dacTHHS
cllydail, KOrato JBET€ TPENTEHHs MMAaT €JHAKBH aMIUIUTYAW W HadaaHu ¢a3u. B To3m ciyqaii
HavyamHUAT MoMeHT t=0 Moxke na ce m3bepe Taka, ye HadaiaHUTE (a3u ja ca paBHH Ha HyJa:

(Por = Pgp =0. Torasa

X =X, + X, = Asinot + Asin(o+ Ao)t 8.19
C nomMoIira Ha TPUroHOMETPpUIHOTO THIKIACCTBO

sina +sin B = 2sin 9B s 2P
2 2
npeobOpasyBame ypaBaenue (8.19) u momyuaBame:

X = 2Acos(%jsin ot, 8.20

) ot .
KBJIETO B apryMeHTa Ha (QyHKIUATa SIN cMe nmpeHeOperHaiu yjieHa T , KOMTO € MHOTO MMO-MaJIbK

. Amt .
ot ot. Twil kKato Am<<®, pyHKIMATA COS > ce M3MEeHS MHOro no-6aBHO oT SINwt . 3aroBa

JBUKEHHETO, KOETO ce omucBa oT ypaBHeHue (8.20), Moxke na ce pasriexia KaTo XapMOHHYHO
tpenrere X = A’'SiN®t ¢ Kpbrosa 4ecToTa ® U MyJICHpAIa aMILTATY/IA:

A'=2A cos(%j 8.21

KOSITO C€ M3MEHsl C T€YEHHWE Ha BPEMETO CBHIO M0 XapMOHHWYEH 3aKOH, HO MHOTO IMo-0aBHO: 3a
BpPEMETO Ha €MH UKBJI Ha TPENTEHE ¢ KPhroBa YeCTOTa (® N3MEHEHHETO Ha aMILUIUTY/aTa € MHOTO
masiko. Ha ¢wur. 8.8 ca mokazanu rpadukure Ha QyHKIHATE X(t) u A’ tipu Guewe.



®ur. 8.8

Bpemero Mexay aBa mociemnoBaTeHH MakcuMyMma (MHHAMyMa) Ha amruiarygata A’ ce Hapuua
nepuos Ha 6uene Tp. Ilepuoabt Ha OHeHe ce ompeaens oT ypaBHeHHeTo (8.21)

AoT, 2%
b—q, T,=—7 8.22
2 A®
Pasnukama A® 6 kpveosume uwecmomu medxcoy oseme mpenmeHusi ce HApuud Kpbveosd
yecmoma Ha Ouene.

3.4. CnOupaHe Ha IBe TPeNTeHHS ¢ €IHAKBH YeCTOTH, U3BLPIIBAIIN Ce BbB B3aMMHO
nepneHANKYJISIPHUA HANPaBJICHUSI

Jla pasriegaMe MaTepualiHa TOYKA, KOSTO H3BBPIIBA €JHOBPEMEHHO JIBE€ XapMOHUYHH
TPENTEHHsI C €THAKBU YECTOTH B IB€ B3aMHO NEPIEHIUKYIISIPHU HAMIPABIEHUS: [I0 OCTa X U 10 OCTa
Y Ha MMpaBOBI'bJIHA KOOPIAMHATHA CUCTEMA, YneTo Hadano O ChBIa/la C pABHOBECHOTO IOJIOKEHHE Ha
MarepuasHaTta Todka. M30upame HauamHuAT MOMeHT t=0 Taka, ye HauasHata ¢asa Ha €IHOTO
TpENTeHe Ja € Hyna. Torasa:

X =Asinot, y=Bsin(ot+@,) 8.23

KpAeTO0 A u B ca ammumryauTre Ha JABEeTe TpenTeHHs, a ¢, € (a3oBara pasjnKka MEXAY TAX.

VYpaBuenus (8.23) morat a ObAaT HaNMMCaHU BHB BUA:

X
A
Y

B
Y
B

2
=sinot = cosot== 1—(£j
A

=sin(wt + @, ) = sin ot cos @, + cos ot sin @,

X x .
:Kcos%i 1- A sing,

Baurame Ha KBaaApaT ABCTC CTPaHU Ha TOPHOTO PABCHCTBO:

2 2 2
%cos2 ?, —Z%COS([)O +§ = 1—(%) sin® g,
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Taka moslyuaBaMe YpaBHEHHMETO Ha TPAEKTOpPHUATA HA PE3YIATATHOTO TPENTEHE, MOJIY4eHO OT
HACJIArBAaHUSITA HA IBETE TPEITCHHUS:

2 2
X Xy y (2
—5 —2—=-C0S @, + =5 = Sin" @, 8.24
B
Ta3u tpaekropus e enunca. OpueHTalMsATa Ha OCUTE Ha €JuIcaTa U HEMHUTE pa3MepH 3aBUCIT OT
AMIIIUTYINUTEC A B Ha U3X0AHUTE TPEITCHUSA U pa3jinkaTa MEXIY (baSI/ITe Ha U3XOJHUTEC TPCIITCHUA

Qg - Ka3BaMe, Y€ TPEINTCHETO € enunmu4Ho noJaApuUIUpPaAro.
I[a pasriacagamMe CICAHUTEC YaCTHU ClIydau:
T
1) @O=Qk+ﬂ§,k=QL2”
Torasa

2 2

X
K5+%5:1 8.25
VYpasHenue (8.25) e ypaBHEHHUE HA €IHIICA, OCUTE Ha KOSITO JIGKAT HA KOOPJUHATHUTE OCH
(HampaBJICHHSITA HA U3XOJHUTE TPEIITCHUS ), a TIOJYOCHTE Ca PaBHH HA aMIUTUTYIUTE HA U3XOJHUTE
Tpentenus — ¢wur. 8.9.

N
A

®dur. 8.9

IIpu A = B TpaexTopusTa e OKpBXKHOCT - X* +Y° = A® ¢ paauyc A U IIEHTBp B HAYANOTO HA
KOOpJAMHATHATA CUCTEMA U TPENTEHETO € KPpb208o noisApusuparo. Cle1oBaTeIHO

Paenomeprnomo dsudicenue na mamepuania moyka no OKpbICHOCH MOJiCe Od Ce pa32nexncoa
Kamo cyma Ha 08e XapMOHUYHU mpenmeHus ¢ eOHAK8a Kpb2oea uecmoma.

TpenrteHusita ce U3BBPIIBAT B IBE B3aUMHO MEPIEHIUKYISIPHU HAIIPaBJIEHUS, UMAT €JHAKBU

T T
aMIUIUTYZIM, paBHU Ha paJilyca Ha OKPBKHOCTTA, U (ha30Ba pajivka IR IIpn ¢, = 2 TOYKaTa IIe ce

T
ABYKH 10 ITIOCOKA Ha IBMKCHUETO HAa YACOBHUKOBATA CTPELJIKA, a IIPHU P, = _E , TOUKaTa e C€ IBHXHU

B ITOCOKa 06paTHa Ha IMOCOKaTa Ha ABMKCHUEC HAa YAaCOBHUKOBATa CTPCIIKA.

2) ¢, =km, k=012..

Torasa

X_ Y} _g= y=2y 8.26
=A

11



TpaekTopusaTa Ha pe3yATaTHOTO TPENITEHE € OTCeYKa (M3POCHA eNuIIca), JIeKalla Ha IpaBa, KOsITO

B
CKJIIOYBA C TIOJIOKUTEITHATA [TOCOKA HAa OCTa X BI'BJI O = arctg(z coskr | - gur. 8.10. YecroraTa Ha

TPEIITCHECTO € paBHA HAa 4Y€CTOTaTa Ha HM3XOAHUTEC TPCITCHHA, a aMIUIMTygaTa MYy € paBHA Ha

\ A? + B? . TakoBa TpenTeHe € JUHElHO RONAPUSUPAHO.

k=0,2,4,.. ° k=1,3,5... 1
Bt----- IR SCEEEEY LB
A ol Aa N oA
} A X A 0 !
< ___4-B Bl -
®ur. 8.10

AKO JBETE TpPENTEHWs ca C Pa3IUYHH KPHrOBU UYECTOTH, MPHU HACIATBAHETO MM CE IOJIydaBat
TPENTEeHUS C Hall pa3TU4YHU TPACKTOPHH, TaKa HapeueHUTe ¢ueypu Ha Jlucaxicy — ¢ur. 811,

=1 h=T m=1, == =1 =3 =1, = m=1, =5
==, =T fit=2, == fit=2, =3 fir==, tr=4 fit=2, =t
m=3, w=T =3, v== =3, k=3 f=J, =4 =3 k=5
=, b=t =< hi=2 fr=d tr=d =4 r=b
=5 =l =5 =2 =5, fr=d =5 hi=s

Our. 8.11

CDI/Ipra Ha .HI/ICB.)Ky € KpHBa, KOATO NPCACTABIIABA TCOMCTPUYIHOTO MACTO HAa PE3YJITAHTHOTO
MNpEMCCTBAHC HA TOYKA, B KOATO CC€ HACJIAarBaT ABC UJIU IMOBCYUC NNICPUOJUYIHHU JABUKCHUS, Hali-4ecTo

12



oA rpas brui. U3pazena gpopmanno, purypara Ha JInucaxy e rpadukara, oTroBapsina Ha cucTemMaTa
[apaMeTpUYHU YPaBHEHHUS:

x = Asin(at +3)

y = Bsin(bt) 8.2

KOSITO ONKCBA HACJarBally ce XapMOHM4YHM TpenTteHus. Kak e msriexaa durypara Ha Jlucaxy
3aBUCH B MHOTO TOJIsSIMA CTEIEH OT ChoTHOMEeHUeTo a/b — ¢ur. 8.11.

4, 3aruxBamM TpenTeHus

Koraro pasriexmaaxme TpeNnTeHHATa Ha MPY>KUHHOTO Maxajio Ka3zaxMme, 4e MPEeBPhINaHUATA
Ha SHEeprusiTa ce M3BBPIIBAT B CHOTBETCTBHUE ChC 3aKOHA 32 3ala3BaHe HAa MEXaHWYHATA CHEPTHs.
ToBa ¢ BB3MOXKHO camMO MpHU MPEINOJOXKEHHE, Y€ CHUCTeMaTa € 3aTBOpPEHa M KOHCEpBATHBHA.
CBoOoHUTE TPENTEHUS B TO3M CIIydail ce Hapu4ar Hezamuxsawju mpenmenus. TakuBa TpENTSHUS
ca BB3MOXXHH CaMO B CHCTEMH, KBJETO C€ MPEHEOpEerBaT CWINTE Ha TPUCHE W CHIIPOTHBIICHUE.
CrnenoBareTHO HE3aTHXBAIIUTE TPENTEHUS ca UeaTn3upanu. Te ce xapakTepu3upar ¢ aMIUIUTY/Ia,
KOSITO CE€ 3ara3Ba MOCTOsSIHHA C BPEMETO, U MOTAaT Jia MPOAbJDKABAT HEOTPAHHUYEHO JIBJITO BpEME.
CBOOOJIHUTE TPENTEHUS, KOUTO CE W3BBHPIIBAT B PEATHUTE CHCTEMH, CE€ HApU4YaT 3amuxeauyu
mpenmenus. [lopanu AelicTBAIIMTE CUIM HA TPUCHE aMIUIMTYIaTa HAa TE3U TPENTCHUS C TCUCHHE Ha
BpPEMETO HaMallsABa M T€ MOCTeNneHHo 3atuxaar (dur. 8.12).
X A(t) _ Abe—Bt Ha  nomycHem, dYe  BBPXY TimOTo,
W3BBPIIBANIO XapPMOHUYHU TPENTCHHS, JCHCTBAT

ABC CHIIN: KBa3uCJIaCTH4YHAa CHJIa Fl )

"'l'llllmm....._ —

— IpomopuroHajHa Ha OTMECTBAHETO MY  OT
'l'l'l‘l‘l'lv‘v...

t PAaBHOBCCHOTO ITIOJIOKCHUC, U CHJIa Ha TPHUCHC FZ’
IMpomnopHuoHaiHa Ha HEroBaTa CKOPOCT \
d?x dx

— F=-rv=—r—
dt? 2 dt

3HaKbBT 575, B CHJIATA Ha TPUCHC I10KAa3Ba, 4C HElHaTa II0COKa € BUHAru ITPOTHUBOIIOJIOKHA Ha ITOCOKATa

Our. 8.12 F=-kx=-k

Ha CKopocTTa Ha JBrkeHue. KoepuuueHThT I € MOCTOSHHA BEIWYHMHA, XapaKTepu3uparia
CBIIPOTHUBJICHUETO Ha Cpefara, U ce Hapuya xoeguyuenm na mpuere. Torasa npuinaraiiku BTOpus
MIPUHITUIT HA MEXaHUKaTa, oJIy4aBame:

2 2
m 3 X GRS AL S 8.28
dt dt® mdt m

W3zpaszsr (8.17) npencrasnsBa qudepeHIMaTHO ypaBHEHHE Ha 3aTHUXBAIlO TpenTeHe. 3amecTBaMe

k_ 5
— =0y, KbACTO ®, € coOCTBEeHaTa 4eCcToTa Ha TPCHTAIIOTO TAJIO, T.C. Ta3W YCCTOTA, KOCTO TO oun
m

r
HMAJIO B OTCBCTBUC Ha CWJIM HA CBIPOTUBJICHHUC. OTHOIIEHHUETO — 3aMECTBaME C ZB, KBACTO
m

BCJIIMYHMHATAa B CC Hapu4a Koegbuuueym Ha 3amuxearne N XapaKTepusupa 61;p31/1HaTa 3a 3aTUXBAaHC Ha

TpeNTeHHsTa B pasriiexiaHara cucrema. B TakbB ciyuail ypaBuenuero (8.17) nobusa Buja:

2
?1T)2(+ZB?1_):+O)SX=O 8.29

Pemenwuero Ha ypaBaeHue (8.29) e oT Bujaa:
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x(t)= Ae P'sin(ot +@,) 8.30

KbJACTO

o= o, —p° 8.31

ce Hapuya yecmoma Ha 3amuxeaujume mpenmeHust.

Koraro Ha TpenTsmIOTO TSUIO OCBEH KBa3HWENACTUYHA CHJIa JIHCTBA M CHJIa HA TPHEHE,
HErOBOTO JIBW)KCHHE € TPENEeTIMBO, HO HE W XapMOHUYHO. BenuuumHuTe, XapakTepH3Hpalln
3aTHXBAIIUTE TPEHTEHHS, CE U3MEHSIT HEIPEKbCHATO — T¢ HE CE IMOBTApSAT IPe3 PaBHH MHTCPBAIH,
KaKTO IPHU HEC3ATUXBAIIUTC TPCITCHUA. 3aTI/IXBaH_[I/ITe TPCITCHUA HC Ca NCPUOIUYHHU JABHUIKCHMUA.
YecToTaTa Ha TpENTEHE ® B TO3H CiIy4ail 3aBHUCH He camMo OT K ' M, a u oT KoedHIHeHTa Ha
3aruxBane . Ot popmyna (8.31) cnensa, ye yecToTaTa Ha 3aTUXBAIIUTE TPENTCHUS ® € MO-MaJIKa

OT coOCTBEHATA YeCTOTa Ha HC3aTHUXBAIIUTC. ToBa ¢ HaITbJIHO JJOTUYHO, ThH KaTO HAJIMIHUETO HA CHUIIN
Ha CBIPOTUBIICHHUEC C CHUCTEMATa HaMaIsIBAa CKOPOCTTa Ha ABWIKCHUC Ha TPCOTAIIOTO TsJIO.
BCJICZ[CTBI/IG Ha TOBa I€puoga CC yBejiniaBa U NpCAU3BHUKBA HAMAJIIBAHC HA KPbroBaTra 4€CTOTA.

XapaKTepHa 0COOEHOCT Ha 34aTUXBAIUTC TPCITCHUA € IIOCTCIICHHOTO HaMaJIsIBAHC Ha
aMIUIMNTydaTa ¢ BpEMETO:

A=Ae” 8.32
OTHOILIIEHHETO Ha ABC CbCCAHU aMIJIMTYU € ITOCTOSAHHA BECIIMYNHA

Ao _AL_ i

Al A2
HaTypaJIHI/IFIT JIOTapUTBM Ha TOPHOTO OTHOHWICHHUC CC€ Hapuda JocapummuydeH 6ereMeHm Ha
3amuxeéaremo M ce 03HadaBa Cc O .

S=Ine’" =BT 8.33

5. IlpuHyneHu TpenTeHHs

OT BCHUKO Ka3aHO JI0 TYK € SICHO, Y€ KOraTo B €JHa TPenTslla CUCTEMA AEHCTBAT CUIIUTE Ha
TpUEHE, TPENTEHUATA, KOUTO CE€ U3BBPIIBAT B HEs, CJI€/l U3BECTHO BpeMe ce npeycTtaHoBsBar. [1o ta3u
MpUYMHA T€ CE€ HapuyarT 3amuxeawyu. AKO B CHCTEMAaTa C€ BHECE EHEpPrusi OTBBH, KOSATO Ja
KOMITEHCHPA 3aryOuTe, IBJDKAIIU CE Ha CUJINTE Ha TPUEHE, CHITPOTUBIICHHUE U JIp., TPENTEHUATA MOTaT
Jla ce MPEBBbPHAT OT 3aTHXBAIM B HE3aTUXBAIll, HAPEUEHU npunyoenu mpenmenus. Ilpunyoenume
mpenmeHnus ce Npeou3sUKeam om Oeucmsuemo Ha GbHUIHU NEPUOOUYHONPOMEHTUBU CUTU 8bPXY
cucmemama u ce Hapuyam owe HeceobooHu mpenmenus. Heka na pasriename egHa cucrema, B
KOSATO JE€HCTBA BHHIIHA CUJIA, U3MEHSIIA CE C BPEMETO MO MEPUOJUYCH 3aKOH:

F(t) = F,sin(ot)
Cunara F(t) ce Hapuya npuHyxcoasauja cuna. CbriacHO BTOpus NpuHIMI Ha HIoToH momy4yaBame:

2 2
md—)2(=—kx—rd—x+|:05in((,0t) d—)z(z—hx—Ld—XJrisin(mt) 8.34
dt dt dt m mdt m
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N3pazwT (8.34) mpencraBisiBa ougepeHyuaiHomo ypasHeHue Ha NpuHyoerume mpenmeHus. AKO

r F
3aMCCTHUM OTHOUICHUATA — W — C PABHUTC UM U ITOJIOKUM -0 = fO , TO IIIC HpI/II[OGI/Ie BHUIA:
m m m
d*x dx :
W‘FZBE-‘F(DSX :f05|n(0)t), 8.35

KBJIETO (®, B UECTOTATa Ha COOCTBEHHUTE TPENTEHUS HA TSUIOTO (KOraTro B CUCTEMaTa He JelcTBar
CWJIA Ha ChIPOTHUBJICHUE), a [} — KOePUIUMEHTHT Ha 3aTUXBaHe (IIPU HaJIMYKE HA CHIPOTHUBUTEIHU
cud B cucreMata). Yecrotara o € KpbroBaTa 4ecTOTa Ha IMEpPHOJUYHATA CHUIIA F(t), KOSITO

M3BBPILIBA HSKAaKBa paboTa BBPXY TIOTO. AKO IOCOKaTa Ha Ta3M CUia € IPOTHBOIOJIOXHA Ha
MOCOKaTa Ha JBW)KEHUE Ha TAJIOTO, TS 1€ M3BBPIIBA OTPHUIATEIHA padoTa, WIM IIe 3aTpyIHSIBA
JBM)KEHUETO HA TSIOTO; aKO IOCOKara U ChbBMAJa C IIOCOKAaTa HAa JBM)KEHUE HA TSIOTO, T e
U3BBPIIBA IOJIOKUTENIHA paboTa, CIENOBaTEIHO 1€ YCKOpsABAa HErOBOTO JBMkeHHE. Tosa
IIpeIM3BUKBA TPENTEHUS Ha TAJIOTO, KOUTO CE U3BBPILBAT ChC ChLIATA YECTOTA ®, C KOSTO CE U3MEHS
U BBHIIHATA cuia. Ta3u decToTa ce HapHya yecmoma Ha NpuHyoeHnume mpenmeHus Ha TAIOTO.
HomyckaMe, ue pa3iukara Mex1y (ha3uTe Ha cuilaTa ¥ OTMECTBAHETO Ha TPENTSIIOTO TSUIO € paBHA
Ha @ . B TaksB ciryyai

x = Asin(ot +¢), 8.36
Cnen npeoOpa3oBaHus 3a aMIuIMTyAata A U ga3ata (¢ Ha NPUHYIEHUTE TPENTEHHS CE MOJy4yaBaT
U3pa3uTe:
.I:
A=y o e s 8.37
\/(w —c)o) +4p%w 0 =

AMHHHTYI[aTa Ha IPpUHYACHUTEC TPCITCHUA 3aBUCH OT aMIINIMTyJaTa U YECTOTAaTa Ha BbHIIHATA CHUJIa,

OT KOe(UIIMEeHTa Ha 3aTUXBaHE, COOCTBEHATA YECTOTA M, HAa TPENITEHETO U OT MacaTa Ha TPENTALIOTO
I:0

Tsuo (— =T,). [Ipu nocrosnam Fy, m u [ ammimTynata A 3aBHCH OT CHOTHOLICHHETO MEXIY
m

KpbroBara 4€CTOTa ® HA BbHIIHATA CUJIa U coOCTBEHATa 4ecToTa ®, Ha CBO60}IHI/IT€ HE3aTHXBallu

TPENTEHHUS.
3aBHCHMOCTTA Ha aMIUIUTYJaTa OT ® MPH Pa3InYHU KOe(DUIIMEHTH Ha 3aTUXBaHe € [ToKa3aHa
Ha ¢ur. 8.13.

e pasriename HAKOM YacTHH ciiyyau Ha Gopmyia
(8.37):
a) Kpwsrosara uecrorae ®w=0

A

F
A=A, =— =const
g

Bppxy Tmanmoro aeiictBa mocrosHHa cwia F=F,

KOATO IO OTMCCTBA OT PABHOBCCHOTO MY IIOJIOKCHUC Ha

O®ur. 8.13

Pa3CTOAHUC AO . IloctossHHUTE CHIHM HE MNpEeaAU3BUKBAT

TPECITCHUA. AKO B HOBOTO CH PABHOBCCHO ITOJIOXKCHUC TAJIOTO MOJYUYHM €CAHOKPATCH TJIACHK, TO IIC
3aIO4YHE JJa U3BbpUIBA XapMOHHUYHHA TPEIITCHUSA CbC coOCTBEHA YeCTOTa @ -
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6) Ilpu npenebpexumo Manbk KoepuiueHT Ha 3atuxBaHe (P ~0) ammauTynata Ha
NPUHYAEHUTE TPENTEHUs pacTe ¢ yBelauuaBaHeTo Ha . Korato ow=w,, A —oo. Ilpu no-
HATaTHITHO yBennuyaBaHe Ha B~ (0 ammiuTymaTa 3amouyBa Ja HaMajsBa U IIPH M —> 00 €€ CTPEMHU
KbM HYJIA. HBJICHI/IGTO, IIprU KOCTO aMIUIMTyJdaTa HapacTBa CHUJIHO HIpPH YCCTOTAa HAa NPUHYACHHUTC
TPENTEHUs ® —> ®, CE HAPHYA PE3OHAHC.

B) [Ipu koedunment Ha 3atuxBane 3 # 0 aMIIMTyAaTa Ha IPUHYACHUTE TPENTEHUS 3aBUCU
1 OT 3. 3a 1a ce onpeaeny YCIOBHETO 32 PE30HAHC B TO3M CIIy4Yai, TpsiOBa Ja ce HaMepu MHHUMYyMa

Ha 3HameHaTens BBB (opmynara (8.37). 3a menra € HEOOXOAMMO H3Pa3bT MOJA KOPEHA Ja ce
mudepeHImpa Mo @ W Ja ce NpupaBHU Ha Hyna. [lo TO3M HauMH ce MoJyyaBa CTOMHOCTTa Ha
4ecToTaTa , PH KOSTO HACTHIIBA PE30HAHC:

®=0,, = o] -2 8.38

Ta3u dectora ce HapUYa PE3OHAHCHA Yecmoma, a CTOMHOCTTA Ha aMILTUTYyata Py Pe30HAHCHATa
YECTOTA — PE30OHAHCHA AMNIUMYOA.
f
A= 8.39
pes 2 2 .
2By, —P

Pe3oHaHCHUTE SIBICHUS CE TPOSBSBAT MPHU BCUYKU MPHUHYACHH TPENTCHUS, KOUTO HAMHUPAT
HIMPOKO TPUIIOKCHUE B Pa3IMYHU 00JIACTH HA TEXHHUKATa. B akycTHKaTa pe30HaHCHT Ce U3I0JI3Ba 32
aHAJIN3 ¥ YCUJIBaHE HAa 3BYKOBHU TPENTEHMUS. B paqroTexHUKaTa TOM HaMUpa MPHI0KECHAE BbB BCHUKH
paaronpeaBateiy U paauornpueMauiy. C SBICHHETO PE30HAHC ce OOSICHSABAT U MHOTO MPOIIECH OT
saapeHaTa (hu3uka.
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