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Кратка история

Първата документирана "поява" на комплексните числа в мате-
матическата литература е в труд на Херон Александрийски (∼ 60
г. от н.е.), когато при изчисляване на обема на пресечена пи-
рамида той получил отрицателна величина под корен квадратен
(
√

81− 144). Тъй като по онова време древногръцките математи-
ци не признавали отрицателните числа, Херон поправил грешката
си чрез смяна на знака на подкоренната величина и продължил
изчисленията си.
Около 215 години по-късно Диофант се "сблъскал" с комплексни-
те числа при решаването на задача за намиране на дължините на
катетите на нереален правоъгълен триъгълник с периметър 12 и
лице 7 (за дължината на един от катетите достигнал до квадрат-
ното уравнение с отрицателна дискриминанта 6x2−43x+84 = 0).
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Кратка история

На квадратно уравнение с отрицателна дискриминанта се натък-
нал и италианският математик Джироламо Кардано при решава-
нето на системата от уравнения x + y = 10, xy = 40, за чиито
решения той намерил 5 +

√
−15 и 5−

√
−15.

Джироламо Кардано е първият математик, който използвал ком-
плексни числа – в своя труд Ars Magna от 1545 г. като средство
за намиране на реалните корени на непълното кубично уравне-
ние x3 + ax + b = 0, чрез което намира корените на произволно
кубично уравнение ax3 + bx2 + cx + d = 0.
Рафаел Бомбели е първият математик след Кардано, "повярвал"
в комплексните числа. В книгата си "Алгебра" от 1572 г. предс-
тавя символа

√
−1 и показва как от комплексни числа могат да

се получат реални числа (идея за комплексно спрегнато число на
дадено комплексно число).
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Кратка история

Рене Декарт дал идеята за алгебричен вид на комплексно число
(1637 г.). Карл Гаус дефинирал операциите с комплексни числа
събиране и умножение.
Джон Уолис, Каспар Весел и Жан Робер Арган – геометричен
вид на комплексно число.
Леонард Ойлер въвел символа i (имагинерна единица) за

√
−1

(1777 г.). Намерил комплексните корени на уравнението xn = 1.
Въвел тригонометричния запис на комплексно число.
Формула на Ойлер:

eiϕ = cos ϕ + i sinϕ,

от която при ϕ = π следва известното тъждество eiπ + 1 = 0.

Линейна алгебра
1. Комплексни числа



Алгебричен вид на комплексно число

Уравнението x2 + 1 = 0 няма реални корени. Решавайки го, получа-
ваме комплексните (чисто имагинерните) числа x1,2 = ±

√
−1.

Определение

Числото i =
√
−1 (т.е. i2 = −1) се нарича имагинерна единица.

Определение

Числото z = a + bi, където a, b ∈ R, i2 = −1, се нарича комплексно
число в алгебричен вид. Реалните числа a = Re(z) и b = Im(z) се
наричат съответно реална част и имагинерна част на z.

Определение

Числовото множество C = {a + bi | a, b ∈ R, i2 = −1} се нарича мно-
жество на комплексните числа.
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Математически хумор
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Алгебричен вид на комплексно число

Пример

Намерете корените на квадратното уравнение z2 − 2z + 2 = 0.
Пресмятаме D = 1− 2 = −1 < 0. Следователно корените на това
уравнение са комплексните числа z1,2 = 1± i.

Определение

Комплексните числа z1 = a1 + b1i и z2 = a2 + b2i се наричат равни,
ако a1 = a2 и b1 = b2.
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Действия с комплексни числа в алгебричен вид

Определение

Ако z1 = a1 + b1i и z2 = a2 + b2i, то комплексното число z1 + z2 =
a1 + a2 + (b1 + b2)i се нарича сума на комплексните числа z1 и z2.

Определение

Ако z1 = a1 + b1i и z2 = a2 + b2i, то комплексното число z1z2 =
a1a2− b1b2 +(a1b2 +a2b1)i се нарича произведение на комплексните
числа z1 и z2.

Пример

Нека z1 = 2 + i, z2 = 3 + 2i. Намерете z1 + z2, z1 − z2, z1z2.
Пресмятаме z1 + z2 = (2 + 3) + (1 + 2)i = 5 + 3i,
z1 − z2 = (2− 3) + (1− 2)i = −1− i,
z1z2 = (2 + i)(3 + 2i) = (6− 2) + (4 + 3)i = 4 + 7i.

Линейна алгебра
1. Комплексни числа



Действия с комплексни числа в алгебричен вид

Пример (Степени на i.)

Изпълнено е: i2 = −1, i3 = i2.i = −i, i4 = i2.i2 = (−1).(−1) = 1.
Изобщо

in =


i, n = 4k + 1
−1, n = 4k + 2
−i, n = 4k + 3
1, n = 4k, k = 0, 1, 2...

Пример

Намерете алгебричния вид на числата z1 = (1− i)3 и z2 = (1 + i)4.
Пресмятаме: z1 = (1 − i)2(1 − i) = (1 − 2i − 1)(1 − i) − 2i(1 − i) =
−2i + 2i2 = −2− 2i.
z2 =

(
(1 + i)2

)2 = (1 + 2i− 1)2 = (2i)2 = 4i2 = −4.
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Комплексно спрегнато и модул на комплексно число

Определение

Нека z = a+ bi е произволно комплексно число. Тогава комплексното
число z = a− bi се нарича комплексно спрегнато (число) на z.

Твърдение

Нека z, z1, z2 ∈ C. В сила са следните свойства:

z = z; z1 ± z2 = z1 ± z2, z1z2 = z1z2;
z = z, точно когато z е реално число;
z + z = 2 Re(z), z − z = 2i Im(z).

Определение

Нека z = a + bi е произволно комплексно число. Тогава неотрицател-
ното реално число |z| =

√
zz =

√
a2 + b2 се нарича модул (абсолютна

стойност) на z.
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Комплексно спрегнато и модул на комплексно число

Очевидно са изпълнени: |z| = |z|, |z| ≥ Re(z), |z| ≥ Im(z).

Пример

Намерете комплексно спрегнатото и модула на числото z = 3 + 4i.
Отговор. z = 3− 4i; |z| =

√
32 + 42 =

√
25 = 5.

Твърдение

Нека z, z1, z2 ∈ C. Тогава са валидни следните свойства:

|z| ≥ 0, като |z| = 0, точно когато z = 0;
|z1z2| = |z1||z2|;
|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| (неравенство на триъгълника).
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Делене на комплексни числа

Определение

Нека z = a + bi, z 6= 0 (т.е. a2 + b2 6= 0). Тогава елементът

z−1 =
1
z

=
z

zz
=

a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i

се нарича обратен елемент на z, т.е. z. 1z = 1.

Определение

Нека z1 = a1 + b1i и z2 = a2 + b2i са комплексни числа, като z2 6= 0.
Тогава комплексното число

z1

z2
=

z1z2

z2z2
=

z1z2

|z2|2
=

a1a2 + b1b2

a2
2 + b2

2

+
a2b1 − a1b2

a2
2 + b2

2

i

се нарича частно на z1 и z2.
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Делене на комплексни числа

Пример

Нека z = 2− i. Намерете z−1.
Имаме z = 2 + i. Тогава 1

z = 1
2−i = 2+i

(2−i)(2+i) = 2
5 + i

5 .

Пример

Намерете алгебричния вид на z1
z2

, където z1 = 2 + i, z2 = 3 + 2i.
Тъй като z2 = 3− 2i, то пресмятаме

z1

z2
=

2 + i

3 + 2i
=

(2 + i)(3− 2i)
(3 + 2i)(3− 2i)

=
8− i

9 + 4
=

8
13

− i

13
.
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Тригонометричен вид на комплексно число

На всяко комплексно число z = a+bi може да се съпостави еднозначно
точка в равнината с абсциса a и ордината b относно правоъгълна
координатна система.

Фиг.: Използвано изображение от www.varsitytutors.com

Тогава, съгласно питагоровата теорема, положителното число r (дъл-
жината на отсечката Oz при z 6= 0) съвпада с модула на z, т.е. |z| = r.
Ъгълът θ, който Oz сключва с положителната посока на абсцисната
ос, се нарича аргумент на z и се означава с arg z.
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Тригонометричен вид на комплексно число

Изпълнени са следните зависимости:

a = r cos θ, b = r sin θ, tg θ =
b

a
, a 6= 0. (1)

Отбелязваме, че ако θ e аргумент на z, то θ + 2kπ (k ∈ Z) също е
аргумент на z. Обикновено за аргумент се избира стойност в [0; 2π)
или (−π;π] и тази стойност се нарича главна стойност на аргумента.
Числото z = 0 няма аргумент.

Определение

Нека z = a + bi е комплексно число. Тогава записът

z = r(cos θ + i sin θ),

където са изпълнени равенствата (1), се нарича тригонометричен
вид на z.
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Тригонометричен вид на комплексно число

Пример

Намерете тригонометричния вид на z = 1 + i.
Имаме a = b = 1, следователно r = |z| =

√
2 и tg θ = 1. Следователно

за аргумент можем да изберем θ = π
4 , тъй като точката с координати

(1, 1) се намира в първи квадрант. Тогава тригонометричният вид на
това число е z =

√
2

(
cos π

4 + i sin π
4

)
.

Пример

Намерете тригонометричния вид на z = i.
В този случай имаме a = 0, b = 1 и следователно r = |z| = 1.
Тъй като a = 0, не можем да използваме формулата за tg θ като в
предния пример. Можем да използваме обаче, че cotg θ = a

b = 0. Тъй
като b > 0, то θ = arg z = π

2 . Следователно тригонометричният вид
на z = cos π

2 + i sin π
2 .

При a = 0, b < 0 имаме arg z = −π
2 .
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Умножение и деление на комплексни числа в
тригонометричен вид

Твърдение

Нека z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1) и z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2) (z1, z2 6= 0).
Тогава:

z1z2 = r1r2 (cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2));

z1
z2

= r1
r2

(cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)).
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Формули на Моавър за степенуване и коренуване на
комплексни числа

Твърдение (Абрахам дьо Моавър (1667–1754))

Нека z = r(cos θ + i sin θ), z 6= 0. Тогава:

zn = rn (cos(nθ) + i sin(nθ)), n ∈ Z;

n
√

z = n
√

r
(
cos θ+2kπ

n + i sin θ+2kπ
n

)
, k = 0, 1, ..., n− 1; n ≥ 2.
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Фундаментална теорема на алгебрата

През 1799 г. Карл Гаус доказва следната известна теорема

Твърдение (Карл Фридрих Гаус (1777–1855))

Всеки полином p(z) от степен n ≥ 1 с комплексни коефициенти има
поне един комплексен корен.

Друга формулировка на теоремата е

Твърдение

Всеки полином p(z) от n-та степен (n ≥ 1) с комплексни коефициенти
има точно n на брой комплексни корена (броени с тяхната кратност).
Ако z1, z2, ..., zk са различните корени на p(z), съответно с кратности
n1, n2, ..., nk (където n1 + n2 + ... + nk = n), то

p(z) = (z − z1)n1(z − z2)n2 ...(z − zk)nk .
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Фундаментална теорема на алгебрата

Ако p(z) е полином с реални коефициенти и комплексното число z0 е
корен на p(z), то и комплексно спрегнатото z0 на z0 също е корен на
p(z).

Например, ако търсим полином от 2-ра степен p(z) с реални коефи-
циенти, на който знаем, че единият корен е z1 = 2 + 3i, то съгласно
горното твърдение и теоремата на Гаус, другият корен на полинома
е z2 = z1 = 2 − 3i. Тогава имаме z1 + z2 = 4 и z1z2 = 13. Следова-
телно, прилагайки формулите на Виет, за коефициентите на търсения
полином p(z) = az2 + bz + c е изпълнено: z1 + z1 = − b

a и z1z2 = c
a ,

откъдето получаваме p(z) = z2 − 4z + 13.
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