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Учебно пособие 
задачи по квантова механика 

гл. ас. Петко Митев, кат. „Теоретична физика”, ПУ 

 
 

 Тема: Вълнови свойства на микрочастици. Вълни на дьо Бройл. Вълнов 

пакет. Групова скорост 

 Теоретичен минимум: С движението на свободна нерелативистка частица с маса 

m , импулс p


 и енергия 
m

p
E

2

2
  Луи дьо Бройл свързва плоска вълна (вълна на дьо 

Бройл) 

 (Ф.1)  
)..(

.)(),(
tErp

i

p epAtr








. 

 Съгласно вълновата интерпретация за всяка микрочастица са в сила 

представянията за импулса kp





.  и енергията .E . Тогава: 

 (Ф.2)  
)..(.)(),( trki

k
ekAtr 






, 

където: 

   - кръгова честота на ЕМ-вълна, като 




 m

pE

2

2

 ; 

  k


 - вълнов вектор,  като 


 p
k  . 

 В едномерен случай равенство (Ф.2) има вида 

 (Ф.2
 /
)  

)..(.)(),( txki

k
ekAtx  . 

 Величината txk ..    се нарича фаза на вълната. Геометричното място от 

точки с еднаква фаза, се нарича фазова повърхност, имаща уравнение 

 (Ф.3)  consttxk  ..  ,    constybxa  ..  

което всъщност се явява уравнение на равнина (фазова повърхнина). За да получим 

скоростта на движение на фазовата повърхност, диференцираме (Ф.3): 

    0..  dtdxk  ,    т.е.   dtdxk ..  , 

откъдето за фазовата скорост получаваме формулата 

 (Ф.4)  
kdt

dx
v f


 . 

 Фазова скорост е скоростта, с която се движи фазовата повърхност по 

посоката на разпространение на вълната. Ако фазовата скорост е функция на 

вълновия вектор (респективно на дължината на вълната), т.е. ако )(~)( gkgv f 


, то 

тези вълни притежават дисперсия. За тяхното адекватно описание е необходимо да се 

знае груповата скорост 

 (Ф.5)  
kd

d
v

g


 . 

 Определение: суперпозицията от вълни на Дьо Бройл, която е различна от нула в 

ограничена пространствена област, се нарича вълнов пакет.  
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 Вълновият пакет може да бъде представен като суперпозиция от плоски вълни на 

Дьо Бройл посредством безкрайната сума (интеграл) 

  (Ф.6)  kdekAtr
k

trki
 

3)..(

3

.)(),( 


 
,  

където zyx dkdkdkkd 


3  е елементарен обем в пространството на вълновия вектор k


. Ако 

положим kp




 , т.е. 



 p
k  , то   pdkd






3

3

3 1
 , следователно вълновият пакет ще се 

представи във вида 

  (Ф.7)  pdepAtr
p

tErp 



 

 3
)..(

1

3
3

.)(
1

),( 




 . 

 

 
 Задача : Да се установи дали вълните на Дьо Бройл във вакуум притежават 

дисперсия? 

 Решение: Понеже 


E
 ,  

m

p
E

2

2

   и  
h

p
k  , то фазовата скорост ще бъде равна 

на  

 
222

1
.

2
.

2 v

m

mv

m

p

pm

p

p

E

p

E

k
v

f

































,  

където v  е скоростта на микрочастицата. Оказва се, че фазовата скорост на вълната на 

Дьо Бройл е два пъти по-малка от скоростта на микрочастицата. Фазовата скорост 

може да се запише още като 

 )(
22

kg
m

k

m

p
v f 


, 

откъдето следва, че вълните на Дьо Бройл притежават дисперсия. 

 

 Задача : Да се определи груповата скорост на вълната на Дьо Бройл за: 

   а) нерелативистка частица с енергия 
m

p
E

2

2
 , движеща се със скорост 

cv  ; 

   б) релативистка частица с енергия 42

0

22 cmcpE  , движеща се със 

скорост cv  . 

 Решение: 

 (а) 
kd

d
v

g



 , kp




 , .E , следователно  

 2

00

22

0

2

22

1

2
k

mm

k

m

pE 




















 , и тогава v

m

p

m

k

m

k

kd

d
vg













0002

2
. 

Оказва се, че в нерелативисткия случай груповата скорост съвпада със скоростта на 

частицата. 

 (б) 







42

0

22242

0

22 cmckcmcpE 



 ,  
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следователно груповата скорост 

   








42

0

22

2

42

0

22

2

22
1

2

1
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0
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cmcp

pc

cmcp

kc
kccmck

kd

d
v

g











 

 

 v
E

vE

E

vmc

E

cvm

E

cp 



)()( 222

.  

Оказва се, че и в релативисткия случай груповата скорост gv


съвпада със скоростта v


 

на частицата. 

 

 Задача : Да се докаже, че вълната: 

   
















2
,0

2
,

)(

0

l
x

l
xe

x

xik

  

при крайни стойности на l , не е монохроматична. Да се намери интервалът от 

вълнови числа 0kkk  , в който могат да се считат различни от нула амплитудите на 

отделните плоски вълни, от суперпозицията на които се получава вълната )(x . 

 Решение:  

 Представяме функцията )(x  чрез интеграл на Фурие: 

 (1) dkekAx ikx






 )()( , 

където коефициентите в редовото развитие се дават с 

   dxexkA ikx






 )(
2

1
)( 


.  

Но тъй като при 
2

l
x   функцията е 

xik
ex 0)(  , то ще имаме 




 



















 xkide
ki

dxedxedxeekA xkixkixkkiikxxik
).(
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.
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..

2
..
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ki

ee

k
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e
ki

i
ki

l
ki

xki


 

 
u

ul

l
k

l
k

l

l
k

l
k

l
k

k

sin

2
)

2
.(

)
2

.(sin

2
)

2
.(

)
2

.(

).
2

.(sin
.

1

















 , където 
2

.
l

ku  .  

 И така, получихме, че амплитудните коефициенти в представянето на функцията 

)(x  чрез интеграл на Фурие са 
u

ul
uA

sin

2
)(


 .  

 Каква е максималната стойност ?)(max uA  на тези коефициенти. За да я 

определим, диференцираме )(uA  по u : 
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2

/ )sincos.(

2
)(

u

uuul
uA





 и 0)sincos.(0)(/  uuuuA , а това е 

изпълнено при 0u , т.е.  0k 0kk  . 

 Тогава очевидно 
 2

sin
lim

2
)

2
.(

)
2

.(sin

lim
2

)()(
0

0max
0

l

u

ul

l
k

l
k

l
kAuA

ukk









,  

като в горния запис е използвано, че 1
sin

lim
0


 u

u

u
. И така 

2
)( 0max

l
kA  . 

 За да определим спектралната ширина ?k  на вълната (нужна ни е, защото ако 

0k , то вълната ще бъде монохроматична, но ако 0k , то вълната няма да бъде 

монохроматична), ще определим местоположенията на минимумите, „стоящи” от двете 

страни на максимума 
2

)( 0max

l
kA  . За целта трябва да решим уравнението 0)( kA , 

т.е. 0

)
2

.(

)
2

.(sin

2






l
k

l
k

l


, или още 0)

2
.(sin 
l

k , което е изпълнено .
2

. n
l

k  , 

където .....,2,1,0 n .  

 Игнорираме тривиалния случай 0n  и разглеждаме само случаите 1n , които 

ще ни дадат двата търсени от нас минимума. За тези две стойности на n  изменението 

на вълновото число k  ще бъде съответно 
l

n
l

k



2

.
2

 .  

 Понеже интервалът на вълновите числа се дефинира като 0kkk  , то двете 

стойности на вълновите числа, които съответстват на двата минимума, са 
l

kk
2

0

min

1
   

и  
l

kk
2

0

min

2
  съответно.   

 Очевидно за тази вълна са „позволени” колебания с вълнови числа, лежащи в 

диапазон с ширина 0
4min

1

min

2 
l

kkk


, което доказва, че тази вълна не е 

монохроматична.    
 

  Полученият от нас резултат може да се 

представи и графично. 

 Амплитудата на тази вълна е различна от нула 

за стойности на вълновото число k  в диапазона  

 ]
2

;
2

[
00

l
k

l
kk


 .  

Монохроматичност бихме имали, ако 0)( kA  

само за 0kk  , а не за широк интервал от стойности 

на вълновото число k . 
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 Като допълнение към тази задача ще покажем как от направените дотук 

разглеждания може да бъде получено съотношението за неопределеност. 

Действително, вече доказахме, че 
l

k
2

 , т.е. 2.  lk . Ако разгледаме само 

случая 2.  lk , то след умножение на двете страни на това равенство с Планковата 

константа   и отчитане на съотношението pk .  ( p -изменение на импулса), ще 

имаме: 

 hlphlk  ..2).(   . Ако приемем (формално) xl   ( x - 

неопределеност на координата), то съотношението добива вида  hxp  . . 

 

 

 Задача : В момент 0t  една частица се описва с вълновата функция 

2

2

0

.)0,( a

x
xik

eAx


 , където aAk ,,0  са дадени реални константи. Да се определят 

коефициентите на Фурие-развитието (развитието в ред на Фурие) на тази функция. 

 Решение: Представяме функцията )0,(x  чрез интеграл на Фурие: 

 (1) dkekcx ikx






 )()0,( ,  

където коефициентите в редовото развитие се дават с 

 (2) dxe
A

dxeeAdxexkc a

x
xkki

ikxa

x
xik

ikx















 
2

2
)0(

2

2

0

2
.

2

1
)0,(

2

1
)(





. 

 Ако въведем означението 0kkk  , то очевидно kkk 0  и следователно 

 (3) dxe
A

dxe
A

dxe
A

kc a

x
kxi

a

x
xki

a

x
xkki

















2

2

2

2
)(

2

2
)0(

222
)(


. 

Нека разгледаме израза   
2

2

..
a

x
xki  . Ако го представим във вида  
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a

x

a

a
xki

a

x
xki , то лесно бихме могли 

(чрез прибавяне и изваждане на члена 

2

2

.







  ak
) да получим: 
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i
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 С така намереното представяне за 
4

.)(

2

.
...

222

2

2 akak
i

a

x

a

x
xki










 
  

заместваме в (3) 
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   … полагаме u
ak

i
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2

.
. …  

 


4

2.2)(
2

4

2.2)(

.
2

.
.

2

. ak

u

ak

e
aA

duee
aA 











  ,  

където е използвано, че интегралът 




 due u2

  (интеграл на Поасон). 

 Така за търсеното в задачата представяне на коефициентите на Фурие-развитието 

на тази функция получаваме окончателно 

 (4) 4

2.2)0(

4

2.2)(

..
2

.
..

2

.
)(

akkak

e
aA

e
aA

kc







 





. 

 

 

 Тема: Оператори. Алгебра на оператори. Комутатори 

 Теоретичен минимум: при работа с оператори се прилага следното правило: 

когато върху една функция   действат няколко оператора, то пръв (по поредност) се 

прилага операторът, стоящ най-близко до функцията в операторния запис. След това 

върху резултата от това действие се прилага втория по поредност на своето 

„местоположение” оператор, и т.н. 

 
  
 Основни квантовомеханични оператори: 

     Оператор на координатата r̂


: 

 rr
̂

 ,  )ˆ,ˆ,ˆ(ˆ zyxr


,     или по компоненти:  xx ˆ ,  yy ˆ ,  zz ˆ . 

     Оператор на импулса p̂


: 

 На импулса се съпоставя оператор на импулса   


ipp ˆ ,  

където 





















zyx
,,  е „набла”-оператор . Проекциите на оператора на импулса са 

 
x

ip
x




 ˆ ,            

y
ip

y



 ˆ ,             

z
ip

z



 ˆ . 

 Може да се дефинира и оператор на квадрата на момента на импулса 

 





















 2

2

2

2

2

2

2

22222 )()ˆ()ˆ()ˆ(ˆ 
zyx

ipppp
zyx

, 

където 
2

2

2

2

2

2

2 .
zyx 












  е оператор на Лаплас. 
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     Оператор на кинетичната енергия T̂ : 

  



mm

i

m

p
T

m

p
T

22

)(

2

ˆ
ˆ

2

2222 


. 

     Оператор на Хамилтон Ĥ : 

  U
m

UTHUTH 
2

ˆˆˆ
2

,  

където ),,(ˆ zyxUU   е оператор на потенциалната енергия. 

         Зависещ от времето оператор на Хамилтон: 

  
t

iHH



 ˆ . 

     Оператор на момента на импулса L
̂

: 

  )()ˆˆ(
ˆ

)(  riprLprL





 

  















zyx

zyx

eee

riprL

zyx







)(ˆˆˆ

 

  zyx e
x

y
y

xie
z

x
x

zie
y

z
z

yi








 












































































 , 

следователно за компонентите на оператора на момента на количеството на движение 

можем да запишем 

  


















y
z

z
yiLx ˆ ,    



















z
x

x
ziLy ˆ ,  



















x
y

y
xiLz ˆ , 

като zzyyxx eLeLeLL


ˆˆˆˆ
 . 

 

     Оператор на квадрата на момента на импулса 
2L̂ : 

  В сферични координати 

  
 ,

22ˆ  L . 

 

     Оператор на спин(а) S
̂

: 

 Спинът е квантовомеханична характеристика на микрочастиците, нямаща 

аналог в класическата физика. По дефиниция това е операторът 

  )ˆ,ˆ,ˆ(
ˆ

zyx SSSS 


,  

или по „компоненти” 

  xxS ̂
2

ˆ 
 ,  yyS ̂

2
ˆ 
 ,  zzS ̂

2
ˆ 
 , 

където 









01

10
ˆ

x , 






 


0

0
ˆ

i

i
y , 












10

01
ˆ

x   са матрици на Паули. 

  Оператор на пространствените отражения p̂ : 
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  ),(),(ˆ trtrp


 . 

 

 При решаването на задачи, характеризиращи се със сферична симетрия, е 

полезно да се използва някое от следните представяния на оператори в сферични 

координати: 

 а) набла-оператор: 

   



e

r
e

r
e

r
r


















sin.

11
, 

 б) оператор на Лаплас: 

   













































2

2

22

2

2 sin

1
sin

sin

111




rr
r

rr
, 

като представен по този начин, операторът на Лаплас може да се запише още във вида 

   
 ,2

1


r
r

,  

където 

   

















r
r

rr
r

2

2

1
 - радиална част на оператора на Лаплас, 

   
2

2

2,
sin

1
sin

sin

1



























  - „ъглова” част на оператора на 

Лаплас. 

 

 в) оператор на момента на импулса: 

   






















sin

)(ˆˆˆ e
eiriprL










, 

 г) оператор на квадрата на момента на импулса: 

  






,

2

2

2

2

22

sin

1
sin

sin

1ˆ 



























 L . 

 
 

 Задача :   

   а) Даден е оператор 









xd

d
xÂ . Да се определи квадратът му ?ˆ 2 A  

   б) Даден е операторът 









xd

d

x
A

1ˆ . Да се определи ?ˆ 3 A  

 Решения:  

 а) Прилагаме 2Â  по отношение на функция )(x : 

 













































xd

xd
xx

xd

d
xx

xd

d
x

xd

d
xx

xd

d
xxA

)(
)()()()(ˆ

2

2 
  

 


















xd

xd
xx

xd

d

xd

xd
xxx

)(
)(

)(
)(
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2

2
2 )()(

)(
)(

)(
xd

xd

xd

xd
xx

xd

xd
xxx





  

 )(12 2

2

2

xx
xd

d
x

xd

d








 . И така 

 )(12)(ˆ 2

2

2
2 xx

xd

d
x

xd

d
xA  








 , 

откъдето следва, че търсеният квадрат на оператора е 12ˆ 2

2

2
2  x

xd

d
x

xd

d
A . 

 б) Очевидно AAAA ˆˆˆˆ 3  . Действаме с оператора 3Â  върху функция )(x : 

 

























 )(

111
)(ˆˆˆ)(ˆ 3 x

xd

d

xxd

d

xxd

d

x
xAAAxA   
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x
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2
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xd
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xd

x
x

xxd
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x
x
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2

2 )()(21
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xd

xd

xxd

d
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3

3

2

2

2

2 )()(2)(2)(1)(21

xd

xd

xd

xd

xxd

xd

xxd

d

xd

xd

xxd

xd

xx


 

 
3

3

2

2

3

3

22

2

2

)()(3)()(2)(3)(2

xd

xd

xd

xd

xxd

xd

xd

xd

xxd

xd

xxd

xd

x


 

 )(
3

3

3

2

2

x
xd

d

xd

d

x








 . 

 И така доказахме, че  

 )(
3

)(ˆ
3

3

2

2
3 x

xd

d

xd

d

x
xA  








 , откъдето следва, че 

3

3

2

2
3 3ˆ

xd

d

xd

d

x
A  . 

 

Задача  

 а) даден е комутаторът 1]ˆ,ˆ[ BA . Да се докаже, че BABBA ˆ2ˆˆˆˆ 22  , 

 б) да се докаже, че ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2 BAAABABA  . 

Решение:  

 а) По условие 1ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[  ABBABA ,    т.е. 

(1) 1ˆˆˆˆ  ABBA     B̂.  

Нека да приложим операторното равенство (1) спрямо B̂  (т.е. B̂  е „отдясно”): 

(2) BBABBA ˆˆˆˆˆˆ 2  . 

Ако върху (1) подействаме с оператора B̂  „отляво”, т.е. 



 10 

      .B̂  1ˆˆˆˆ  ABBA ,  

ще получим равенството 

(3) BABBAB ˆˆˆˆˆˆ 2  . 

Нека съберем почленно операторните равенства (2) и (3) 

(4) BABBA ˆ2ˆˆˆˆ 22  . 

 

 б)  Изхождаме от представянето 

 (5) ABBABA ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[  . 

Умножаваме (5) с Â  веднъж отдясно, а след това отляво (както в предния пример): 

 (6
А
) 2ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ ABABAAABABAABA  ; 

 (6
Б
) ABABAABABAABAA ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ˆ 2  . 

Събираме почленно (6
А
) и (6

Б
) и получаваме 

 (7) ]ˆ,ˆ[ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[ 22222 BAABBAABABAABABABAAABA  ,  

с което всъщност доказваме, че ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2 BAAABABA  . 

 С помощта на доказаното твърдение могат да бъдат определени напр. 

комутационните съотношения между оператора на квадрата на момента на импулса 2L̂  

и коя да е проекция на оператора на момента на импулса, напр. ]ˆ,ˆ[ 2

zLL , което ще бъде 

направено в отделна задача. 

 

Задача : За представените по-долу комутатори да се докаже: 

   а)  ipx
x
]ˆ,ˆ[ ,   ipy

y
]ˆ,ˆ[ ,  ipz

x
]ˆ,ˆ[  

   б)  0]ˆ,ˆ[ 
ji

px ,   3,2,1, ji ,       за   ji  . 

 Решения:  

 а) Нека приложим комутативния оператор ]ˆ,ˆ[ xpx  спрямо вълнова функция )(x . 

Ще имаме: 

          
















 )()()(ˆˆ)(ˆˆ)()ˆˆˆˆ()(]ˆ,ˆ[ xx

x
ix

x
ixxxpxpxxxppxxpx

xxxxx
   

 )(
)(

)(
)(

))((
)(

xi
x

x
xixi

x

x
xixx

x
i

x

x
xi 








 



















 . 

 Щом )()(]ˆ,ˆ[ xixpx x   , то очевидно 0]ˆ,ˆ[  ipx x , или още ixppx xx  ˆˆˆˆ , 

което доказва, че операторите xx ˆ  и 
x

ipx



 ˆ  не комутират. Напълно аналогично 

се доказва, че: 

  iyppy yy  ˆˆˆˆ , 

  izppz zz  ˆˆˆˆ . 

 Фактът, че едноименните проекции на операторите на координатата и на 

импулса не комутират означава, че те не могат да бъдат едновременно измерени. 

 

 б) Нека приложим оператора 
ij

xp ˆˆ  спрямо вълнова функция )(x . Ще имаме: 
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 (1) 
































 

j

i

j

i

i

j

i

j

ij
x

ix
x

x
ix

x
ix

x
ixp  ˆ

ˆ
)ˆ(ˆˆˆ  

   
jijijiij

pxpxpxi ˆˆˆˆ0ˆˆ   . 

 Щом 
jiij

pxxp ˆˆˆˆ  , то очевидно  

 (2) 0ˆˆˆˆ  
ijji

xppx , 

откъдето следва, че комутаторът 0ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ 
ijjiji

xppxpx . 

 Оказва се, че разноименните проекции на операторите на координатата и на 

импулса комутират, което означава, че те могат да бъдат едновременно измерени. 

 

Задача : Пресметнете комутатора ?]ˆ,ˆ[ 2 pp  

  Решение:  

  1 начин:  ip̂ ,  22ˆ p , следователно 

 )()()(ˆˆ 3322  gradiiipp   

 )]()([)( 33  gradrotrotgraddivgradigradi   

 )].0()([)]()([ 33  rotgradigradrotrotgraddivgradi   

   223 ˆˆ))(()( ppii   . 

Щом  22 ˆˆˆˆ pppp  , то 0ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ 222  pppppp . 

  2 начин: в задача 3 бе доказано, че комутаторът  ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2 BAAABABA  . Ако 

приложим тази формула за случая 22 ˆˆ pA   и pB ˆˆ  , ще имаме 

  ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2 pppppppp  . 

 Но 0]ˆ,ˆ[ pp , понеже всеки оператор комутира сам със себе си, следователно 

0]ˆ,ˆ[ 2 pp . 

 

Задача : Пресметнете комутаторите между следните оператори:  

 а) оператора на координатата x̂  и оператора на Лаплас  ; 

 б) оператора на координатата x̂  и оператора на кинетичната енергия 

m

p
T

2

ˆ
ˆ

2
 . 

Решения:  

 а) Нека най-напред определим комутатора на операторите xx ˆ  и  

2

2

2

2

2

2

zyx 












 . Прилагаме дефиницията за комутатор, което в нашия случай 

означава да пресметнем 

 (1) xxx ˆˆ],ˆ[  . 

За целта прилагаме оператора ],ˆ[ x  спрямо функция ),,( zyx  : 

 












































  x

zyxzyx
xxxx

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

)ˆˆ(],ˆ[  













































 )(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2




x
zyxzyx

x  
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 )()()(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2




x
z

x
y

x
xz

x
y

x
x

x  




















































2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

z
x

y
x

x
x

xz
x

y
x

x
x





 

xx
x

xxx
x



























2

2

2

2

2

. 

И така доказахме, че  













x
x 2],ˆ[ , откъдето следва, че 

(2) 02],ˆ[ 





x
x , т.е. двата оператора не комутират.  

По аналогичен начин може да бъде доказано, че 

 02],ˆ[ 





y
y   и 02],ˆ[ 






z
z . 

 б) Както е известно операторът на кинетичната енергия се изразява посредством 

оператора на Лаплас: 

   



mm

i

m

p
T

22

)(

2

ˆ
ˆ

222 


,  

където  


ip̂  е оператора на импулса. От това, че 
m

T
2

ˆ
2

 и от току-що 

доказаното 0],ˆ[ x  можем да направим извода, че операторът на координатата и 

операторът на кинетичната енергия също не комутират, следователно ако знаем 

координатата x , то нищо не можем да кажем за точната стойност на кинетичната 

енергия, и обратно. Нека определим (в явен вид) различната от нула стойност на 

комутатора на координатата x  и кинетичната енергия 
m

p
T

2

2
 : 


















 )ˆˆ(

22222
)ˆˆˆˆ(]ˆ,ˆ[

22222

xx
m

x
m

x
m

x
mm

xxTTxTx


 

  xmxm
x

m
аподуслoт



















22

)(.

2

2
2

],ˆ[
2


, т.е. 

(3) 
xx

p
m

i
p

mii

i

x
i

mixmi

i

xm
Tx ˆˆ

)()(

)(

)()(

)(
]ˆ,ˆ[

22 






































 . 

Понеже UTH ˆˆˆ  , а x̂  и Û  са два оператора, които комутират помежду си, то 

лесно може да се докаже, че от (3) следва 

(4) 
m

p
iHx x

ˆ
]ˆ,ˆ[  . 

Действително: 

     xUx
m

p
Ux

m

p
xxHHxHx xx ˆˆˆ

2

ˆˆˆ
2

ˆ
ˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[

22
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  )ˆˆˆˆ()(

22 2

22

2

22

xUUxx
xmxm

x


 

   























 )(

22
.0)(

22

2

2

22

2

22

2

22

x
x

xmx
x

m
x

xmx
x

m





 

         



































2

222

2

22

2

22

2

22

2
2

22
)(

22 x
x

mxmx
x

mx
x

xxmx
x

m








 

   


x
p

m

i

x
i

m

i

xm
ˆ)(

2 













 , 

с което доказахме, че 
x

p
m

i
Hx ˆ]ˆ,ˆ[


 . 

  

 Комутаторът ]ˆ,ˆ[ Hx  може да бъде пресметнат още и по следния начин. Съгласно 

един от резултатите от зад. 4: 

 (5) ipx
x
]ˆ,ˆ[ , 

т.е. ixppx
xx
 ˆˆˆˆ , откъдето следва, че 

 (6.а) ixppx
xx
 ˆˆˆˆ , или  (6.б) ipxxp

xx
 ˆˆˆˆ  

 Ако приемем, че хамилтонианът има вида 

 (7) ),,(ˆ)ˆˆˆ(
2

1ˆ 222 zyxUppp
m

H
zyx
 , 

то очевидно x̂  ще комутира с ),,( zyxU , както и с 
y

p̂  и 
z

p̂  (виж зад. 4), и няма да 

комутира единствено с 
x

p̂ , т.е. и с 2ˆ
x

p . Ето защо 

 (8)      ])ˆˆ(ˆˆ)ˆˆ[(
2

1
]ˆˆˆˆˆˆ[

2

1
]ˆˆˆˆ[

2

1
ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[

22
xppppx

m
xppppx

m
xppx

m
xHHxHx

xxxxxxxxxx
  

Ако за операторите )ˆˆ(
x

px  и )ˆˆ( xp
x

 в дясната страна на (9) използваме представянията  

(6.а) и (6.б), то ще имаме 

 (10) 
xxxxxxxxxxx

p
m

i
p

m

i
pipxppxp

m
ipxppixp

m
Hx ˆˆ

2

2
]ˆ2ˆˆˆˆˆˆ[

2

1
])ˆˆ(ˆˆ)ˆˆ[(

2

1
]ˆ,ˆ[


  , 

с което доказахме, че действително  xp
m

i
Hx ˆ]ˆ,ˆ[


 . 

 Обобщение: по аналогичен начин може да бъде доказано, че yp
m

i
Hy ˆ]ˆ,ˆ[


   и  

zp
m

i
Hz ˆ]ˆ,ˆ[


 . Щом компонентите на оператора на координатата и импулса 

удовлетворяват горните 3 комутационни съотношения, то и самите оператори следва 

да го удовлетворяват тъждествено, т.е. 

 (11) p
m

i
Hr ˆ]ˆ,ˆ[


 . 

 

 Задача : Да се докажат комутационните съотношения: 

  а) 
zyx

LiLL ˆ]ˆ,ˆ[  ,  
xzy

LiLL ˆ]ˆ,ˆ[  , 
yxz

LiLL ˆ]ˆ,ˆ[  ; 

б) 0]ˆ,ˆ[ 2 
x

LL ,  0]ˆ,ˆ[ 2 
y

LL ,  0]ˆ,ˆ[ 2 
z

LL . 

 Решения:  
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 а) Нека разгледаме един от възможните комутатори, напр. ]ˆ,ˆ[ yx LL . За целта 

действаме с оператора ]ˆ,ˆ[ yx LL  на функция ),,( zyx : 

  
xyyxxyyxyx

LLLLLLLLzyxLL ˆˆˆˆ)ˆˆˆˆ(),,(]ˆ,ˆ[  
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z
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z
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x
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z
x

x
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y
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z
y 22   
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z

z
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z
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x
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x
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y
z

z
y

 22   
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x
z

y
z

z
x

x
z

z
y

 22   

 











































y
z

z
y

z
x

y
z

z
y

x
z

 22   

 

























yz
zx

yx
z

z
yx

xz
zy

x
y

 2

2

2

22

2

2

2

2

22   

 

























zy
xz

y
x

z
xy

yx
z

xz
zy

 2

22

2

2

2

2

22

2

2   

 


z
Li

x
y

y
xii

x
y

y
x

x
y

y
x ˆ)(22  





















































 , 

следователно  

 (1) 
zxyyxyx

LiLLLLLL ˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[  . 

 По напълно аналогичен начин се доказват и другите две комутационни 

съотношения: 

 (2) 
xyzzyzy

LiLLLLLL ˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[  , и 

 (3) 
yzxxzxz

LiLLLLLL ˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[  . 

 Извод: Щом кои да е две проекции на оператора на момента на импулса не 

комутират (т.е. имат комутатор 0 ), то следователно те не могат едновременно да 

бъдат измерени. Освен това (пак като следствие от гореказаното) те нямат и обща 

собствена функция. 

 

 б) Да се докажат съотношенията: 0]ˆ,ˆ[ 2 
x

LL ,     0]ˆ,ˆ[ 2 
y

LL ,     0]ˆ,ˆ[ 2 
z

LL . 

 Решение: Оказва се, че операторът 2ˆL


 комутира с всяка от проекциите на 

оператора на момента на импулса L
̂

. За да докажем това твърдение, нека най-напред 

отбележим, че тъй като 
zzyyxx

eLeLeLL


ˆˆˆˆ
 , то  

   )ˆˆˆ).(ˆˆˆ(
ˆ

.
ˆˆ2

zzyyxxzzyyxx
eLeLeLeLeLeLLLL


 

   ).(ˆˆ).(ˆ).(ˆˆ).(ˆˆ).(ˆˆ).(ˆ 22

zyzyyyyyxyxzxzxyxyxxxx
eeLLeeLeeLLeeLLeeLLeeL


 

  
2222 ˆˆˆ).(ˆ).(ˆˆ).(ˆˆ

zyxzzzzyzyzxzx
LLLeeLeeLLeeLL 


, 
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понеже 









ji

ji
ee

ji
,1

,0
).(


, където zyxji ,,,  . И така,   

 (4) 
2222 ˆˆˆˆ

zyx
LLLL 


,  

следователно можем да определим комутатора на 2ˆL


 и една от проекциите на момента 

на импулса, напр. xL̂ : 

 Първи начин: 

    )]ˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆ[(]ˆ,
ˆ

[
2222222

zyxxxzyxx
LLLLLLLLLL


 

    )ˆˆˆ(ˆˆ)ˆˆˆ(
222222

zyxxxzyx
LLLLLLLL  

   
zzxyyxxxzzxyyx

LLLLLLLLLLLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 33
 

  
zzxyyxxzzxyy

LLLLLLLLLLLL ˆ}ˆˆ{ˆ}ˆˆ{}ˆˆ{ˆ}ˆˆ{ˆ  . 

 В най-последния запис 4 двойки оператори съзнателно са заградени в скоби, за да 

може за тях да се приложат доказаните вече в първото подусловие на задачата 

комутационни съотношения за проекциите на оператора на момента на импулса: 

  











xyzyx

zyxxy

zxyyx

LLLiLL

LiLLLL
LiLLLL

ˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ
ˆˆˆˆˆ




 ; 

  











yzxzy

xzyyz

xyzzy

LLLiLL

LiLLLL
LiLLLL

ˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ
ˆˆˆˆˆ




 ; 

  











zxyxz

yxzzx

yzxxz

LLLiLL

LiLLLL
LiLLLL

ˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ
ˆˆˆˆˆ




 . 

 Така получаваме 

  
zzxyyxxzzxyyx

LLLLLLLLLLLLLL ˆ}ˆˆ{ˆ}ˆˆ{}ˆˆ{ˆ}ˆˆ{ˆ]ˆ,
ˆ

[ 2


 

 
zyxzyxyzzxyzzyxy

LLiLLLLLLiLLLiLLiLLL ˆ)ˆˆˆ(ˆ)ˆˆˆ()ˆˆˆ(ˆ)ˆˆˆ(ˆ   

 
zyzxzyxyyzzxzyzzyyxy

LLiLLLLLLLLiLLLLLiLLiLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 

 .0 ,   

следователно  

 (5) 0]ˆ,
ˆ

[ 2 
x

LL


.  

 Втори начин: Нека определим ]ˆ,
ˆ

[ 2

xLL


, използвайки доказаната в задача 3
Б
 

формула 

 (*) ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2 BAAABABA  . 

 За целта използваме, че съгласно (4) 
2222 ˆˆˆˆ

zyx LLLL 


, следователно 

 (6) ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,
ˆ

[
2222

xzxyxxx
LLLLLLLL 


. 

Прилагаме формула (*) за определянето на всеки един от трите комутатора в (6), а 

именно 



 16 

 (7
А
) ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[

2

xxxxxxxx
LLLLLLLL  , но 0]ˆ,ˆ[ 

xx
LL , понеже всеки оператор 

комутира сам със себе си, следователно 

 (8
А
) 0]ˆ,ˆ[

2
xx LL . 

 (7
Б
) ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[

2

xyyyxyxy LLLLLLLL  . 

Но в подусловие (а) бе доказано, че zyx LiLL ˆ]ˆ,ˆ[  , следователно zxy LiLL ˆ]ˆ,ˆ[   и (7
Б
) 

добива вида 

 (8
Б
) )ˆˆˆˆ()ˆ(ˆˆˆ]ˆ,ˆ[

2

zyyzzyyzxy LLLLiLiLLLiLL   . 

И накрая 

 (7
В
) ]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[

2

xzzzxzxz
LLLLLLLL  . 

И тук, съгласно доказано в подусловие съотношение, имаме yxz LiLL ˆ]ˆ,ˆ[  , 

следователно 

 (8
В
) )ˆˆˆˆ()ˆ(ˆˆˆ]ˆ,ˆ[

2

yzzyyzzyxz
LLLLiLiLLLiLL   . 

 Накрая заместваме (8
А
), (8

Б
) и (8

В
) в (6), и получаваме 

   (9) 0)ˆˆˆˆ()ˆˆˆˆ(0]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,
ˆ

[
2222 

yzzyzyyzxzxyxxx
LLLLiLLLLiLLLLLLLL 


, 

к.т.д. 

 По абсолютно същите начини се доказва, че   0]ˆ,
ˆ

[ 2 yLL


  и  0]ˆ,
ˆ

[ 2 zLL


. 

 Извод: Щом операторът 2ˆL


 и коя да е проекция ( zyx LLL ˆ,ˆ,ˆ ) на оператора на 

момента на импулса комутират (т.е. имат комутатор 0 ), то те имат обща система 

собствени функции и в състояние(я), описвано(и) с общите им собствени функции 

могат едновременно и точно да бъдат измерени. 

 

Задача : Да се докажат комутационните съотношения: 

  а) niknki pipL ˆ]ˆ,ˆ[  ; 

   б) pipr ˆ2]ˆ,ˆ[ 2  . 

 Решения: 

а) По дефиниция:  

(1)  riprL ˆˆˆˆ  , следователно 

 (2) 
n

mnmi
x

xixiL



 minmin )(ˆ   , и  

 (3)  ip̂ , следователно 

 (4) 
k

kk
x

iip



 ˆ . 

Тогава комутаторът 

 (5)  )ˆˆ(ˆˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[
2121

KKKKLppLpL
ikkiki

 , 

където (за удобство) сме въвели операторите 

 (6
А
) 

nk

m

kn

m

kn

mki
xx

x
xx

x
x

i
x

xipLK

















































2

min

2

min

2

min1
ˆˆˆ  , и
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 (6
Б
) 



































n

m

kn

m

k

ik
x

x
xx

xi
x

iLpK





 min

2

min2
ˆˆˆ    

kn

m

n

mk

kn

m

nk

m

xx
x

xxx
x

xx

x










































2

min

2

min

2
2

min

2  . 

Ако заместим (6
А
) и (6

Б
) в (5), получаваме 

 (7) 
kn

m

n

mk

nk

mki
xx

x
xxx

xKKpL
























2

min

2

min

2

2

min

2

21
)ˆˆ(]ˆ,ˆ[  . 

Тук следва да отчетем, че смесените производни 
nk xx 

 2
 и 

kn xx 

 2
 са равни, което 

означава, че  

 (8)  





















 







n

kin

n

kin

n

mkki
x

ii
xx

pL  )(]ˆ,ˆ[ 2

min

2  

 nikn pi ˆ ,  к.т.д. 

 Коментар: тези два оператора комутират само ако проекциите им са 

едноименни, т.е. ако ki   , защото тогава  0
ikn
 . 

б) за определянето на комутатора ]ˆ,ˆ[ 2pr  използваме следните комутатори, 

определени вече в зад. 5
а
, където доказахме, че 

(9) 
x

x



 2],ˆ[ ,  

y
y




 2],ˆ[   и 

z
z




 2],ˆ[ . 

Следва да отчетем още, че 

(10)  222 )(ˆ ihp , 

Вследствие на което можем да запишем, че 

   


























i

i

xx
xxpx  22)(],ˆ[)](,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2222  

xx pip
ix

i
i

ˆ2ˆ
22



















  т.е. 

 (11) xpipx ˆ2]ˆ,ˆ[ 2  . 

По същия начин може да бъде доказано, че 

 (12) ypipy ˆ2]ˆ,ˆ[ 2   и (13) zpipz ˆ2]ˆ,ˆ[ 2  . 

 Щом всяка една от компонентите на трикомпонентният оператор на 

координатата )ˆ,ˆ,ˆ(ˆ zyxr  и еднокомпонентният („скаларен”) оператор 2p̂  имат 

комутатор, изразяващ се чрез съответна проекция на оператора на импулса 

)ˆ,ˆ,ˆ(ˆ zyx pppp , то очевидно pipr ˆ2]ˆ,ˆ[ 2  , к.т.д. 

 

Задача : Да се представи операторът на квадрата на момента на импулса в 

сферични координати. 

Решение: както е известно единичните вектори i
e


 на ортогонална сферична КС 

(  ,,r )  
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cos.

sin.sin.

cos.sin.

rz

ry

rx







 

се изразяват посредством коефициентите й на Ламе 
i

i
q

r
H







 посредством 

съотношенията 
ii

i
q

r

H
e







 1

. За сферична КС коефициентите на Ламе са 1rH , rH   

и  sin.rH  , а единичните й вектори са съответно: 

 

(1) 

jie

kjie

kjie
r

















cossin

sinsincoscoscos

cossinsincossin







. 

Както е известно тези единични вектори са взаимно ортогонални, т.е. скаларното 

произведение на кои да е два от тях е 

(2) ijji ee 

. , за  ,,, rji   съответно. 

Радиус-векторът на точка в сферични координати се представя във вида 

 (3) rerkrjrirr

.cos.sinsin.cossin.   , 

а градиентът в сферични координати се дава с 

 (4) 













 





 






 e

H
e

H
e

rH
grad r

r

 111
 

   


 





















 e

r
e

r
e

r
r



sin.

11
. 

Следователно набла-операторът в сферични координати е 

 (5) 


e
r

e
r

e
r

r


















sin.

11
. 

 С помощта на (3) и (5) може да бъде представен в сферични координати и 

операторът на момента на импулса 

 (6) 









































sin

sin.

11
00)(ˆˆˆ e

ei

rrr

r

eee

riprL

r 










. 

 Вижда се наличието на ъглова зависимост (зависимост от ъглите  , ) и липсата на 

радиална зависимост (зависимост от r ). Нека определим квадрата на оператора (6) 

 (7) 










































sinsin

)(ˆˆˆ 22 e
e

e
eiLLL










 




























































sinsinsin

2 e
e

ee
ee
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sinsinsinsin

.2 ee
e

ee
eee







  











































































sin

.

sin

1
.

sin

1
..

2

2
2

ee
ee

e
eee

e
e












      




























































2

2

2sin

.

sin

1

sin

.

sin

1

sinsin

.

sin 
 eeeeeeeeee


. 

 В горните записи следва да се отчетат съотношенията за ортогоналност (2), а 

именно  

(8) 1. 


ee


,  0. 


ee


 и 1. 


ee


. 

 Освен това присъстват и производни по ъгловите променливи от единичните 

вектори на сферичната КС. За тяхното определяне използваме представянията (1): 

 kjikji
e 




 cossinsincossin]sinsincoscos[cos 








,  

и очевидно 

 (9
А
) rekji

e 





]cossinsincos[sin 




, 

следователно 

 (9
Б
) 0.. 




r

ee
e

e












. 

 Аналогично 


 


ejikji

e 
cos)(coscos)sin(cos]sinsincoscos[cos 









, 

следователно 

 (10) 0.cos. 











ee

e
e





. 

 Накрая определяме и 

 (11
А
) jiji

e 






sincos]cossin[ 









. 

Понеже резултатът от диференцирането следва да се представи чрез линейна 

комбинация от единичните вектори на сферичната КС, правим следното. Забелязваме, 

че: 

kjikjier


 cossinsinsincossin]cossinsincos[sinsin.sin 22 

kjikjie


.cossinsincoscoscos]sinsincoscos[coscos.cos 22   

 Очевидно сборът на горните две равенства дава точно ( ji


 sincos  ), 

следователно можем да представим (11
А
) във вида 

 (11
Б
) ].cos.[sin)sin(cos







eeji

e
r








, 

откъдето следва 

 (11
В
) 






 cos..cos..sin].cos..[sin. 



eeeeeee

e
e rr





. 
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 Остана да заместим (8), (9
Б
), (10) и (11

В
) в (7), след което ще получим 

(12) 























2

2

22

2
22

sin

1

sin

cosˆ





L . 

Ако в (12) вземем под внимание, че 

(13) 


































sin

sin

1

sin

cos
2

2

, 

получаваме 

 (14) 





























2

2

2

22

sin

1
sin

sin

1ˆ





L . 

 

Задача : Докажете, че операторите 2p̂   и  2L̂  комутират. 

 Решение: както е известно 

 (1) 
 ,2

22 1
ˆ 

r
p

r
 ,  

а в предната задача   установихме, че 

 (2) 
 ,

22̂  L  

където е използвано, че 

   
 ,2

1


r
r

 - оператор на Лаплас, като: 

 (3) 

















r
r

rr
r

2

2

1
 - радиална част на оператора на Лаплас, 

 (4) 
2

2

2,
sin

1
sin

sin

1



























  - „ъглова” част на оператора на 

Лаплас.   

 От (1) (4) следва, че комутаторът 

 (5) ]},[
1

],{[]ˆ,ˆ[ ,,2,

422

 
r

Lp r . 

 Нека разгледаме поотделно комутаторите в (5): 

  Комутаторът 0],[
,,,


rrr 

, понеже r  е диференциален 

оператор по радиалната координата r , докато  ,  е диференциален оператор по 

„ъгловите” променливи   и  , следователно резултатът от тяхното последователно 

действие върху вълнова функция ),,(  r  не зависи от реда на това действие 

(операторите имат различни приложни полета), или с други думи  

 (6) 0],[
,


r
. 

  Вторият от комутаторите ],[ ,,    в (5) е също равен на нула, понеже всеки 

оператор комутира сам със себе си, т.е. 

 (7) 0],[ ,,   . 

 Отчитайки (6) и (7) в (5), получаваме 

 (8) 0]ˆ,ˆ[ 22 Lp , к.т.д. 
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Задача : Да се представи в сферични координати операторът на проекцията zL̂  

на момента на импулса. 

Решение: връзката между декартови и сферични координати се дава със 

съотношенията 

(1)  cossinrx  ,  sinsinry  , cosrz  . 

Нека представим оператора 



 в декартови координати. За целта използваме, че 

ако ),,( zyxF  е произволна диференцируема функция, то 

(2) 
 




























 z

z

Fy

y

Fx

x

FF
, т.е. 

(3) 
z

z

y

y

x

x

































. 

Производните 


x
, 



y
 и 



z
 определяме от (1) 

yr
x








sinsin ; 

xr
y








cossin ; 

0






z
. 

Ако така намерените производни заместим в (3), ще получим 

 (4) 
x

y
y

x
zy

x
x

y




























.0


. 

 Оказва се, че представен в декартови координати, операторът 



 съвпада (с 

точност до константа) с оператора zL̂ . Действително, в декартови координати 

 (5) 


















x
y

y
xiLz ˆ . 

 От сравняването на (4) и (5) заключаваме, че 

 (6) 



 iLz

ˆ ,  

което е търсеното представяне на оператора zL̂  в сферични координати. 

 

Задача 11: Да се разложи (развие) в ред по степените на   (предполагайки, че   е 

малък параметър), операторната функция 

(1) 





 1

ˆ
)ˆˆ(

1

n

n

nL
BA




,  

т.е. да се определят коефициентите (оператори) nL̂  в редовото й развитие. 

Решение: Представяме реда (1) в явен вид като безкрайна сума от вида 
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(2) n

nLLLL
BA




.ˆ......ˆˆˆ
)ˆˆ(

1 2

210 


. 

Това е операторно равенство, което можем да умножим отляво с )ˆˆ( BA  . Така 

получаваме следното (ново) операторно равенство: 

(3) n

nLBALBALBALBA  .ˆ)ˆˆ(......ˆ)ˆˆ(ˆ)ˆˆ(ˆ)ˆˆ(1 2

210  , т.е. 
n

nn

n LBLALBLALBLALA  ).ˆˆˆˆ(......)ˆˆˆˆ()ˆˆˆˆ(ˆˆ.0....0.01 1

2

12010

2

 . 

От приравняването на коефициентите пред еднаквите степени на   от двете страни на 

горното равенство получаваме следните уравнения 

 (4) 

0)ˆˆˆˆ(

..........................

0)ˆˆˆˆ(

0)ˆˆˆˆ(

1ˆˆ

1

12

01

0









nn
LBLA

LBLA

LBLA

LA

     

1

12

01

1

0

ˆˆˆˆ

...................

ˆˆˆˆ

ˆˆˆˆ

ˆˆ













nn
LBLA

LBLA

LBLA

AL

    

1

11

1

1

2

1

11

1

1

1

0

ˆˆˆˆˆˆ

...............................

ˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆˆ

ˆˆ



















nn
LBALAA

LBALAA

ABALAA

AL

   

 

        

1

1

111

2

11

1

1

0

ˆˆˆˆ

..................................

)ˆˆˆ(ˆˆˆ

ˆˆˆˆ

ˆˆ



















nn
LBAL

ABABAL

ABAL

AL

 

Така стъпка по стъпка, отчитайки че 1ˆˆ 1  AA , можем да определим всички 

коефициенти-оператори nL̂  в редовото развитие (2). 

 

Задача 12: Да се получат комутационните съотношения за проекциите на 

електронния спин  xS , yS  и zS . 

 

Задача 13: Даден е хармоничен осцилатор с маса m . Въвеждаме операторите: 

 p
m

P ˆ
1ˆ


  и x
m

Q ˆ



 , 

където p̂  и x̂  са съответно операторите на импулса и на координатата на осцилатора. 

Да се определят комутационните съотношения за операторите 

  PiQa ˆˆ
2

1
ˆ   и  PiQa ˆˆ

2

1
ˆ 

. 

 
 

 Тема : Собствени стойности и собствени функции на оператори 
 Теоретичен минимум: уравнението за собствените стойности и собствените 

функции на оператор L̂  с непрекъснат спектър има вида  
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  Ĥ , 

където   - собствени функции,   - собствени стойности.  

Условието за нормировка на вълновата функция на оператор с непрекъснат 

спектър се изразява чрез  -функция на Дирак 

 )()()( /*
/  

 dvrr
V


, 

където )(/ r



  и )(r


  са вълнови функции, съответстващи на собствени стойности /  

и   съответно. 

 

Уравнението за собствените стойности и собствените функции на оператор L̂  с 

дискретен спектър има вида  

 nnnH  ˆ , 

където n  - собствени функции, n  - дискретен набор от собствени стойности. 

Условието за нормировка на вълновата функция на оператор с дискретен спектър 

се изразява чрез символите на Кронекер 

 mnn

V

m dvrr   )()(* 
, 

където )(rm


  и )(rn


  са вълнови функции, съответстващи на собствени стойности m  

и n  съответно. 

 
 

 Задача : Определете собствените стойности и собствените функции на 

операторите: 

 а)  
dx

d
L ˆ ;   б) 

dx

d
iL ˆ ; 

 в) 
d

d
L ˆ ;   г) 

dx

d
xL ˆ . 

 Решения: 

а) уравнението за собствените стойности и собствените функции на оператора 

dx

d
L ˆ  има вида  

(1) 



dx

d
, 

където   са собствените стойности на оператора, а  - собствените функции. 

Уравнение (1) е уравнение с разделящи се променливи, и неговото решение се 

получава елементарно 

  xx eCCeCxdx
d 



.lnlnlnlnln  , откъдето 

 (2) xeCx  .)(  . 

Върху функцията (2) се налагат следните стандартни за вълнова функция  изисквания 

да е: 

а)  еднозначна; 

б)  ограничена по модул при x , т.е. 0)(lim 


x
x

 ; 
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 в)  да бъде дефинирана и непрекъсната за всички стойности на аргумента 

 x . 

 Изискване (б)  е изпълнено само тогава, когато 

 (3)  i , където  , понеже тогава 1 xix ee  . 

И така, собствените функции на оператора 
dx

d
L ˆ  са 

 (4) xieCx  .)(  , 

а спектъра от собствените му стойности  i  е непрекъснат, като тези собствени 

стойности са чисто комплексни числа. 

 

б) уравнението за собствените стойности и собствените функции на оператора 

dx

d
iL ˆ  има вида  

(1) 



dx

d
i   ).( i  

  xixi eCCeCxidxi
d 


   .lnlnlnlnln , откъдето 

 (2) xieCx   .)( . 

Функцията (2) удовлетворява и трите стандартни изисквания за вълнова функция при 

условие, че   , понеже тогава 1xie  . И така, собствените функции на оператора 

dx

d
iL ˆ  са 

 (3) xieCx  .)(  , 

а спектъра от собствените му стойности   е непрекъснат, като тези собствени 

стойности са реални числа. 

 

в) уравнението за собствените стойности и собствените функции на оператора 

d

d
L ˆ  има вида  

(1) 





d

d
 

  



eCCeCd

d
.lnlnlnlnln  , откъдето 

 (2)  eC.)(  . 

От изискването за еднозначност на собствените функции следва условието 

 (3) )()2(   , т.е. 

 (4)  eCeC .. )2(  , т.е.   2.2 1 imee  , 

като в горния запис е отчетено, че 1)2.cos()2.sin(.)2.cos(2.   mmime im  за 

всяка целочислена стойност на m . От (4) следва, че 

 (5) imee  , т.е. mi. . 
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Заместваме така намерената стойност на   в (2), и за собствените вълнови функции 

получаваме 

 (6)  imeC  .)( , ,....2,1,0m , или в по-опростен запис 

 (7)  imeC.)(  , ,....2,1,0 m  

 Очевидно спектърът на оператора 
d

d
L ˆ  е дискретен, защото неговите 

собствени стойности (чисто имагинерни величини) се дават с дискретната 

последователност mi. , ,....2,1,0m  

г) уравнението за собствените стойности и собствените функции на оператора 

dx

d
xL ˆ  има вида  

(1)  









dx

d
x , т.е. 




 
dx

d
x ,  


)( x

dx

d
 ,  dxx

d
)(  




, 

2
.

2
.

2
22

.lnlnlnln)
2

.(ln
x

x
x

x

eCCeC
x

x





 , откъдето 

(2) 2
.

2

.)(
x

x

eCx





 . 

Вълновата функция  (2) удовлетворява изискванията да е: 

а)  еднозначна; 

 б)  дефинирана и непрекъсната за всички стойности на аргумента  x ; 

в)  ограничена по модул при x , т.е. 0)(lim 2


x
x

 . 

 Изпълнението на последното от трите условия може да се провери 

непосредствено. Действително: 

  при 0x  

 
xx

x

x

x
xx

e

e
C

e

e
CeCx

)(

)(
...)(

.

2.
2

.2
2.222

2

2


   , откъдето следва, че при x  е 

изпълнено 0)( 2x ; 

  при 0x  използваме, че 

 2

2

).(2

2.222 1
..)(

xx

xx

e
CeCx



 


 , и понеже 0)( x , то очевидно и при 

x  е изпълнено 0)( 2x . 

 И така, собствените функции на оператора 
dx

d
xL ˆ  са 2

.
2

.)(
x

x

eCx





 , а 

собствените стойности са реалните числа  . Очевидно спектърът на оператора е 

непрекъснат. 

  

Задача : Да се намерят собствените функции на оператора 

dx

d

xdx

d
L

2

2

2
2 2ˆ 
  . 
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Решение: уравнението за собствените стойности и собствените функции на 

оператора има вида 

(1) )(
)(2)( 2

2

2
2 x

dx

xd

xdx

xd






 , или още 

(2) 0)(
)(2)(

22

2

 x
dx

xd

xdx

xd





 

Нека за неговото решаване положим 

(3) 
x

xu
x

)(
)(  . 

 
dx

xdu

x
xu

xdx

xd )(1
)(

1)(
2




; 

 
2

2

2232

2 )(1)(1)(1
)(

2)()(

dx

xud

xdx

xdu

xdx

xdu

x
xu

xdx

xd

dx

d

dx

xd












. 

Заместваме с така намерените производни в (2) 

  0
)()(1

)(
12)(1)(2

)(
2

222

2

23




















x

xu

dx

xdu

x
xu

xxdx

xud

xdx

xdu

x
xu

x 


, 

  0
)()(2

)(
2)(1)(2

)(
2

2232

2

23


x

xu

dx

xdu

x
xu

xdx

xud

xdx

xdu

x
xu

x 


. 

След съкращения получаваме 

 (4) 0
)()(1

22

2


x

xu

dx

xud

x 


  0. x  

 (5) 0)(
)(

22

2

 xu
dx

xud




, или още 0)(

)( 2

2

2

 xu
dx

xud
 , 

където е положено 



 

2
. Очевидно (5) е ЛХОДУ от II ред и неговото 

характеристично уравнение е 

 (6) 022  , 

корените на което са  i , следователно общото решение на (5) се дава във вида 

 (7) xixi eCeCxu   21)( , 

а с отчитане на полагането (3) за вълновата функция )(x  ще имаме представянето 

 (8) 
x

eCeC
x

xixi 




 21)( . 

Функцията (8) трябва да отговаря на изискванията да е: 

а)  еднозначна; 

б)  ограничена при x ; 

в)  да бъде дефинирана и непрекъсната за всички стойности на аргумента 0x , 

което означава, че при 0x  числителя на (8) трябва също да бъде равен на нула, или 

(9) 021 CC ,  

следователно трябва 12 CC  , където означаваме *

1 CC  . С отчитането на (9) 

представянето (8) добива вида 
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 (10) )(sin
2

2)(
***

x
x

C

i

ee

x

C
i

x

eCeC
x

xixixixi













, 

където константата *2 CiC  . Както е известно аналитичното поведение на функцията  

x

x)sin(
 при 0x  се описва с границата 1

)sin(
lim

0


 x

x

x

, откъдето следва, че изискването 

(в) при 0x  е изпълнено. 

 И така, определените с точност до нормировъчна константа C  собствени 

вълнови функции на оператора 
dx

d

xdx

d
xL

2

2

2
2 2

)(ˆ


   са 

 (11) )(sin)( x
x

C
x




  . 

 
Задача : Да се намерят нормираните собствени функции на оператора на 

импулса px . Полученият резултат да се обобщи за оператора p̂ . Да се определи видът 

на спектъра. 

Решение: уравнението за собствените стойности и собствените функции на 

оператора xp̂  има вида 

 (1)  xx pp ˆ , т.е. 

 (2) 


xp
x

i 



  , 

което лесно се интегрира като уравнение с разделени променливи, и дава 

 (3) 
xp

i

pp

X

XX
eCx

.

.)(    за  xp , т.е. непрекъснат спектър. 

 Нормировъчната константа 
XpC трябва да бъде избрана по такъв начин, че 

собствените функции )(x
Xp  да бъдат нормирани към  -функция, което е изискване за 

оператори с непрекъснат спектър, какъвто в случая е операторът xp . 

 За целта разглеждаме две собствени функции )(x
Xp  и )(/ x

Xp
 , съответстващи на 

две различни собствени стойности xp  и xp /  на оператора xp̂ . Тогава съгласно 

условието за нормировка трябва да бъде изпълнено 

 (4) )()()( /*
/ xxpp

ppdxxx
XX






 , т.е. 

 (5) )(.. /
..

*
/

/ xx

xp
i

p

xp
i

p
ppdxeCeC

X

X

x

X








 ,  

  )()..( /
.

)(

*

/

/ xx

x
pp

i

pp
ppdxeCC

XX

XX







  , или още 

  )(
2

1
2)..( /

.
)(

*

/

/ xx

x
pp

i

pp
ppdxeCC

XX

XX














 



 


  . 

 Съгласно формула от ММФ  -функцията притежава следното интегрално 

представяне 
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 (6) 






 






 


/
.

)( /

2

1 XX
x

pp
i pp

dxe
XX




,  

следователно 

 (7) )(2.).( /
/

*
/ xx

XX
pp

pp
pp

CC
XX








 



. 

 Но  -функцията има още свойството 

 (8) 
k

k
)(

).(


  ,  

което в „нашия”случай при 


1
k  дава 

 (9) )(.
1

)(
).( 


 













k .  

С отчитането на релацията (9) формула (7) добива вида 

 (10) )()(2.).( //*
/ xxxxpp

ppppCC
XX

  . 

„Съкращаваме”  -функцията от двете страни на горното равенство, което следва 

да бъде съпроводено още със замяната xx pp / , понеже при xx pp /  имаме 

0)( / 
xx

pp  и тогава делението с )( /

xx
pp   ще бъде математически некоректно. Така  

(10) добива вида 

 (11) 12.).( * 
XX pp CC , или още 12.

2


XpC ,  

откъдето 

 (12) 
2

1


XpC . 

 След заместване на така намерената стойност на нормировъчната константа в (3), 

за нормираната вълнова функция на оператора xp̂  получаваме 

 (13) 
xp

i

p

X

X
ex

.

.
2

1
)( 


  . 

 От (13) се вижда, че собствените вълнови функции на оператора xp̂  са всъщност 

плоските вълни на де Бройл. Този резултат не е неочакван, защото състоянията, 

описвани с вълни на де Бройл са състояния с точно определена стойност на импулса xp̂  

(или p̂ ) на частицата, което всъщност е изходен пункт на цялата квантова механика. 

 Обобщение: по напълно аналогичен начин се доказва, че 

 (14) 
yp

i

p

y

y
ey

.

.
2

1
)( 


  , и 

 (15) 
zp

i

p

Z

Z
ez

.

.
2

1
)( 


  . 

Понеже х, у и z са независими променливи, то „пълната” вълнова функция на 

оператора на импулса p̂  ще се представи във вид на произведение от вълновите 

функции на неговите проекционни оператори 
x

p̂ , 
y

p̂  и 
z

p̂  (вероятността за 3 
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независими събития, т.е. състояния с импулси 
x

p , 
y

p  и 
z

p , е пропорционална на 

произведението от техните вероятности), т.е. 

 (16)  )().().(),,()( zyxzyxr
ZyX ppppp 


 

  
rp

i
zpypxp

i
zp

i
yp

i
xp

i

eeeee
ZyXZyX







.

23

)...(

23

...
3

)2(

1
.

)2(

1
...

2

1















. 

И така, нормираната вълнова функция на оператора на импулса е 

 (17) 
rp

i

p er







 .

23)2(

1
)(


  . 

 

Задача : Да се намерят нормираните собствени функции на оператора на 

момента на импулса zL̂ . 

 Решение: проекцията zL̂  на оператора на момента на импулса в сферични 

координати е 

 (1) 



 iLz

ˆ . 

 По този начин уравнението за собствените функции и собствените стойности на 

оператора на момента на импулса 

 )()(ˆ  zz LL   

добива вида  

 (2) )(
)(





z

Li 



  . 

 Уравнението (2) е ОДУ с разделящи се променливи, и лесно може да бъде 

интегрирано 

 



d

L
id

i

Ld
zz







)(

)(
,      



 



zL
izL

i
z eCCeC

L
i lnlnlnln)(ln  ,  

откъдето след антилогаритмуване получаваме 

 (3) 


 
zL

i

eC.)(     за   20  . 

 С уравнение (3) се задават собствените функции на оператора на z -проекцията 

zL̂  на момента на импулса. За да бъдат функциите (3) еднозначни и ограничени (при 

 20  ), е необходимо да бъде изпълнено условието 

 (4) m
L

z 


,  където .....,2,1,0 m , или още 

 (5) mL
z
 ,  за .....,2,1,0 m ,  където m - магнитно квантово число. 

 С уравнение (5) се задават собствените стойности (спектъра) на оператора на 

проекцията zL̂  на момента на импулса. Вижда се, че този спектър е дискретен, т.е. той 

се квантува. 

 Нека определим нормировъчната константа C  в представянето (3) за собствените 

функции )(  на оператора zL̂ . За целта ще приложим условието за нормировка за 

оператор с дискретен спектър, записано във вида 
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 (6) mnnm d 


 )().(
2

0

* , т.е. 

  mn

mniinim deCdeCeC 





  


2

0

)(2
2

0

* ... ,  

откъдето при nm   получаваме 

  1
2

0

2




dC , следователно 12
2

C  и 
2

1
C . 

 Заместваме с така намерената стойност на C  в (3) и нормираните собствени 

функции на оператора на z -проекцията zL̂  на момента на импулса добиват вида 

 (7) 



 im

m e.
2

1
)(  , 

а спектърът от собствени стойности е mLz  ,  за .....,2,1,0 m . 

 

 

 Тема: Спрегнатост на оператори. Ермитово-спрегнати и самоспрегнати 

оператори. 

 Теоретичен минимум: операторът L̂ е ермитово-спрегнат на оператора L̂ , ако 

е изпълнено 

 (Ф.1)   
 dxxxLdxxLx )()(ˆ)(ˆ)( 2

*

12

*

1  . 

 Самоспрегнат (ермитов) е този оператор, за който LL ˆˆ  , т.е. 

 (Ф.2)     dxxxLdxxLx )()(ˆ)(ˆ)( 2

*

12

*

1  . 

 В горните определения (записи) )(1 x  и )(2 x  са еднозначни, непрекъснати и 

ограничени функции. 

  Методическо указание: един стандартен прийом за решаване на задачи от 

този тип (доказване на ермитова спрегнатост /самоспрегнатост/ или търсене на 

ермитово-спрегнат оператор) е интегриране по части на интегралите в левите (най-

често) страни на (Ф.1) или (Ф.2), с последващо съпоставяне на получения резултат с 

десните (очевидно) страни на същите равенства. 

 Друг метод за доказване самоспрегнатост на оператор L̂  е да се определи 

директно неговия ермитово-спрегнат оператор 
L̂  и да се покаже, че LL ˆˆ  . 

 

 В сила е следната „алгебра” на ермитови оператори: 

    Сумата от ермитови оператори е също ермитов оператор. Пример за това е 

операторът на Хамилтон UTH ˆˆˆ  . Той е ермитов, понеже операторите на 

кинетичната и потенциалната енергии, чрез сбора на които се представя Ĥ , са 

ермитови оператори.  

   Произведението на 2 ермитови оператора, обаче, не винаги е ермитов 

оператор. Действително нека Â  и B̂  са два ермитови оператора, т.е. AA ˆˆ 
 и BB ˆˆ 

. 

Тогава ABABBA ˆˆˆˆ]ˆˆ[  
,  обаче в общия случай BAAB ˆˆˆˆ  , поради което BABA ˆˆ]ˆˆ[ 

, 

т.е. липсва ермитова спрегнатост. Такава обаче все пак може да има ако двата 

оператора комутират, т.е. BAAB ˆˆˆˆ  .  
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 Извод: произведението от два ермитови оператора е също ермитов оператор 

само ако двата оператора комутират. 

 
 

Задача :  а) Да се докаже, че ако CL ˆ  е константен оператор, то  *ˆ CL  ; 

  б) Да се докаже, че   ABBA ˆˆ)ˆˆ( . 

 Доказателство: 

а)   dxxxCdxxxCdxxCxdxxLx )()()()()()()()(ˆ)( 2

*

1

*

2

*

12

*

12

*

1  , 

където е използвано, че **)(CC  . Същият този интеграл, представен чрез ермитово-

спрегнатия оператор   CL̂ би следвало, съгласно (Ф.1), да бъде 

 
 dxxxCdxxCx )()()()( 2

*

12

*

1   

Ако сравним десните страни на горните две равенства, ще имаме 

 
 dxxxCdxxxC )()()()()( 2

*

12

*

1

*  , 

където следва, че *CC  , к.т.д. 

 

б) твърдението може да бъде доказано чрез няколкократното прилагане на 

определението (Ф.1) за ермитово-спрегнат оператор в „права” и „обратна” посока. 

Действително, нека означим )ˆˆ(ˆ BAL  ,  )ˆˆ(ˆ BAL . Ако вземем под внимание 

очевидното и лесно доказуемо съотношение LL ˆ)ˆ(  , и приложим дефиницията (Ф.1) 

за ермитово-спрегнат оператор спрямо 
L̂ , ще имаме 

 (1)       dxxxLdxxxLdxxLx )()(ˆ)()()ˆ()(ˆ)( 2

*

12

*

12

*

1  , т.е. 

 (2)    
 dxxxBAdxxxBAdxxBAx )()(]ˆˆ[)()(]ˆˆ[)(]ˆˆ[)( 2

*

1

*

2

*

12

*

1   

  dxxxBAdxxxBA )(])(ˆ[ˆ)()(ˆˆ
2

*

1

**

2

*

1

**  . 

Ако (само за удобство) положим *

1

*

1

* )(ˆ  xB , то горния запис добива вида 

    dxxAdxxxBA )(ˆ)(])(ˆ[ˆ
2

*

1

*

2

*

1

**  . 

От него се вижда, че ако приложим условието за ермитова спрегнатост спрямо 

оператора Â  в „обратна посока”, отчитайки, че ако Â  е ермитово-спрегнат на Â , то Â  

е ермитово-спрегнат на Â , ще имаме 

  
 dxxAdxxAdxxA )(ˆ)()ˆ()(ˆ

2

*

12
*

12

*

1
*  . 

Ако „възстановим” *

1

**

1 )(ˆ xB   , но в замяна на това въведем (пак за удобство) 

22 )(ˆ   xA , ще имаме по-нататък 

    dxBdxxBdxxA 2
*

12
*

1
*

2

*

1 )ˆ()(ˆ)(ˆ  . 

Тук отново прилагаме условието за ермитова спрегнатост на оператор в „обратна 

посока”, само че този път спрямо оператора B̂ , като отново отчетем, разбира се, че ако 
B̂  е ермитово-спрегнат на B̂ , то B̂  е ермитово-спрегнат на B̂ . Така получаваме 

  
 dxBdxB 2

*

12
*

1
ˆ)ˆ(  . 

Остана да възстановим )(ˆ
22 xA   , с което финализираме доказателството. 

Действително, ще получим 
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  dxxABxdxxABxdxBx )(]ˆˆ[)()(ˆˆ)(ˆ)( 2

*

12

*

12

*

1  . 

Ако сравним началото (2) и края на тази (прекъсвана единствено от текстови 

пояснения) верига от равенства, можем да заключим, че 

 (3) 
  dxxABxdxxBAx )(]ˆˆ[)()(]ˆˆ[)( 2

*

12

*

1  , 

откъдето следва верността на подлежащото на доказателство равенство. 

 

 Задача : Да се провери самоспрегнатостта на оператора 
y

iL



ˆ . 

 Решение:  

а) Първи начин: нека означим със 



















y
iL̂ оператора, спрегнат на 

y
iL



ˆ . 

По определение за ермитово-спрегнат оператор в сила е равенството 

 (1) dy
y

idy
y

i 2

*

12

*

1  







 






































, 

където )(1 y  и )(2 y  са две еднозначни, непрекъснати и ограничени ( 0)(lim 


yi
y

 ) 

вълнови функции. Нека разгледаме интеграла в лявата страна на (1) 

 (2) 
















 













2

*

1
2*

12

*

1 


 didy
y

idy
y

iI  ….. по части …..   

 dy
dy

d
i

dy

dy
dididi 














 
















*

1
2

*

12

*

12

*

122

*

1


 , 

като в горното равенство е отчетено изискването за ограниченост 0)(lim 


yi
y

 . Ако 

използваме, че *ii  , то (2) добива вида 

 (3) dy
dy

d
idy

dy

d
idy

dy

d
iI 















































 2

*

12

*

12

*

1 


. 

В левите страни на (1) и (3) стои един и същ интеграл, следователно десните им страни 

са равни. От тяхното сравняване следва равенството 

 (4) 
dy

d
i

dy

d
i 










, т.е.  LL ˆˆ  . 

 Щом операторът 
dy

d
i  съвпада с ермитово-спрегнатия си оператор 












dy

d
i , то той 

е самоспрегнат, к.т.д. 

б) Втори начин: в предишната задача  видяхме, че 

iii  *)()( . 

В следващата задача  ще установим, че 

xx 

















. 
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Тогава по силата на доказаната в зад.  формула   ABBA ˆˆ)ˆˆ(  ще имаме: 

   
dy

d
ii

dy

d
i

dy

d

dy

d
i 

























 



,  к.т.д. 

 

 Задача : Да се намери оператор, ермитово-спрегнат на оператора 
x

L



ˆ . 

 Решение: нека означим със 


















x
L̂ оператора, спрегнат на 

x
L




ˆ . По 

определение за ермитово-спрегнат оператор в сила е равенството 

 (1) dx
x

dx
x

2

*

12

*

1  






 



































, 

където )(1 x  и )(2 x  са две еднозначни, непрекъснати и ограничени ( 0)(lim 


xi
x

 ) 

вълнови функции. Интегралът в лявата страна на (1) е 

 (2) 
















 













2

*

1
2*

12

*

1 


 ddx
x

dx
x

I  ….. по части …..   

  dx
dx

d

dx

dx
ddd 














 
















*

1
2

*

12

*

12

*

122

*

1


 , 

като в горното равенство е отчетено изискването за ограниченост 0)(lim 


xi
x

 . 

 (3) dx
dx

d
dx

dx

d
dx

dx

d
I 














































 2

*

12

*

12

*

1 


. 

В левите страни на (1) и (3) стои един и същ интеграл, следователно десните им страни 

са равни. От тяхното сравняване следва равенството 

 (4) 
dx

d

dx

d











, т.е.  LL ˆˆ  . 

И така ермитово-спрегнатия оператор 












dx

d
 на оператора 

dx

d
 е 

dx

d

dx

d











. 

 

Задача : Да се докаже, че операторът на импулса xp̂  е линеен самоспрегнат 

оператор. 

 Доказателство: Линейността на оператора 

 (1) 
x

ipx



 ˆ  

е очевидна, понеже линейността е свойство на диференциални оператори от типа (1). 

Ще докажем, че xp̂  е и самоспрегнат оператор.  

Първи начин: За целта е достатъчно да докажем, че 

 (2)    dxxxpdxxpx xx )()(ˆ)(ˆ)( 2

*

12

*

1  , 
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където )(1 x  и )(2 x  са две произволни вълнови функции, на които се налагат 

стандартните изисквания да са: 

- еднозначни; 

- непрекъснати; 

- ограничени по модул, т.е. 0)(lim
2




x
i

x
 . 

Условието (2) може да бъде записано във вида (равенството подлежи на 

доказателство!) 

(3) 

































 dxxx

x
idxx

x
ix )()()()( 2

*

12

*

1   ,  т.е. 








 







 dxx

x
idx

x
xi )()( 2

*
12*

1 


  ,   или още 

 (4) 






 







dxx

x
dx

x
x )()( 2

*

12*

1 


 . 

Тъй като всички направени дотук преобразования са еквивалентни, то 

доказателството на (2) се свежда до доказателството на (4). А за да докажем (4), нека 

разгледаме интеграла в лявата му страна, който може да бъде интегриран по части 

 (5)

 )()()()()()(
)(

)( *
12

0

2
*
12

*
1

2*
1 xdxxxxdxdx

x

x
xI 


 

























  

. 

С отчитане на условието за ограниченост на вълновите функции първия член в най-

дясната страна на горния запис се оказва равен на нула, с което (5) добива вида 

 (6) dxx
dx

xd
dx

dx

xd
xxdxI )(

)()(
)()()( 2

*

1

*

1
2

*

12 


 












 , 

а интегралът в дясната страна на (6) е точно интегралът в дясната страна на (4), с което 

доказателството на (4), а оттам и на (2), е проведено докрай. С това самоспрегнатостта 

на оператора xp̂  е доказана. 

Втори начин: самоспрегнатостта на xp̂  може да бъде доказана елементарно с 

помощта на резултатите от зад. 1 и зад. 3 от този раздел. В тези задачи доказахме, че: 

1)  ако C  е константен оператор, то  *CC  ; 

2)    ABBA ˆˆ)ˆˆ( ; 

3)  
dx

d

dx

d











. 

Нека приложим горните 3 резултата за намиране на ермитово-спрегнатия на  

оператора 


















x
i

x
ipx )(ˆ  : 

xx p
x

ii
x

i
x

i
xx

ip ˆ)()()()(ˆ * 































































 



  . 
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И така, доказахме че xx pp ˆˆ 
, откъдето следва, че (по определение) операторът 

xp̂  е ермитов, к.т.д. 

 

Задача : Да се докаже, че операторът на Лаплас   е самоспрегнат 

оператор. 

 Доказателство:  

Първи начин: Нека )(1 r


  и )(2 r


  са две еднозначни, непрекъснати и 

ограничени (по модул) вълнови функции. Условието за самоспрегнатост на   е 

 (1)   
VV

dvrrdvrr )()()()( 2

*

12

*

1


 . 

За да го докажем, достатъчно е да докажем, че е равен на нула интегралът 

 (2)   0}{ 2

*

12

*

1 
V

dvI  . 

Тук можем да приложим едно лесно доказуемо твърдение от векторния анализ 

 (3)     ][ 2
*

12
*
12

*
12

*
1   div . 

 *Забележка: равенство (3) може да бъде доказано, като за дивергенцията в 

дясната страна се приложи формулата  

ugradVVdivuVudiv .).(


 ,  

където u - скалар, а V


- вектор. Двукратното прилагане на тази формула, при първото 

от които се полага *

1u , 22  gradV 


, а при второто се полага 2u , 
*

1

*

1  gradV 


, води до  

    )}).(()({)}).(()({][
*

12
*
122

*
12

*
12

*
12

*
1  divdivdiv  

 )).((.)).((.
*

12
*
122

*
12

*
1   … (след съкращения)… = 

  2
*

12
*
1

*
122

*
1   , с което представянето (3) е доказано. 

След заместване на (3) в (2) получаваме обемния интеграл 

 (4)   
V

dvdivI ][ 2

*

12

*

1  , 

който чрез теоремата на Гаус може да бъде представен чрез повърхнинен интеграл 

 (5)       SddvdivI

VSV


.][][ 2

*
12

*
12

*
12

*
1   

    SdSd

VV SS


.. 2

*
12

*
1    , 

стойността на който се изразява посредством стойностите на вълновите функции 
*

1  (а 

следователно и 1 ) и 2  върху повърхността VS . Понеже областта на интегриране е 

цялото пространство, то VS  е безкрайна повърхнина S , върху която ограничените (по 

условие) вълнови функции са равни на нула. Това означава, че всеки от двата 

повърхнинни интеграли в дясната страна на (5) е равен на нула, следователно 

интегралът (5) е равен на нула, с което се доказва (2), а оттам и самоспрегнатостта на 

оператора на Лаплас  . 

Втори начин: самоспрегнатостта на   може да бъде доказана елементарно с 

помощта на резултатите от зад. 1 и зад. 3 от този раздел. В тези задачи доказахме, че: 

1)  ако C  е константен оператор, то  *CC  ; 

2)    ABBA ˆˆ)ˆˆ( ; 
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3)  
dx

d

dx

d











. 

Нека приложим горните 3 резултата най-напред за намиране на ермитово-

спрегнатия на  набла-оператора ),,(
zyx 










 :  

),,(),,(),,(),,(
zyxzyxzyxzyx 















































































 , т.е.   

Тогава очевидно 

  .)).((.).( . 

И така, доказахме че  , откъдето следва, че (по определение) операторът на 

Лаплас е ермитов, к.т.д. 

 

 Допълнение: с оператора на Лаплас се представят още следните 

квантовомеханични оператори: 

   Оператор на квадрата на импулса:  22ˆ p ; 

  Оператор на кинетичната енергия: 



mm

i

m

p
T

22

)(

2

ˆ
ˆ

222 


. 

  Оператор на Хамилтон: U
m

UTH 
2

ˆˆˆ
2

, където ),,(ˆ zyxUU   е 

оператор на потенциалната енергия. 

 От тези операторни представяния и от доказаната вече самоспрегнатост на 

оператора на Лаплас следва, че всеки един от тези три оператора е също 

самоспрегнат.  

 

Задача : Да се докаже, че операторът на кинетичната енергия е самоспрегнат 

оператор. 

Доказателство: виж допълнението към предходната задача, но може да се 

приложи и самостоятелно (отделно) доказателство, като напр. следното: 

Тъй като 
m

p
T

2

ˆˆ
2

 , то с помощта на резултатите от зад. 1 и зад. 3 от този раздел 

можем да определим ермитово-спрегнатия оператор 









 
























 )ˆ(

2

1

2

1
)ˆ()ˆ(

2

1ˆ 222 p
mm

pp
m

T . 

Но 
22 ˆˆˆ)ˆ()ˆ()ˆˆ()ˆ( pppppppp  
, следователно 

  T
m

p
p

m
p

m
T ˆ

2

ˆ
)ˆ(

2

1
)ˆ(

2

1ˆ
2

22  
. 

Щом TT ˆˆ 
, то очевидно T̂  е ермитов оператор, к.т.д. 

 

Задача : Да се докаже, че операторът на импулса p̂  е самоспрегнат оператор. 

Доказателство:  
Първи начин: операторът на импулса се представя във вида 

(1)  ihp̂ . 
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По дефиниция за самоспрегнатост на оператор трябва да докажем, че за 

оператора (1) е в сила 

(2)     dvidvi
VV

2

*

12

*

1     , т.е. 

(3)     dvidvi
VV

2

*

12

*

1     ,  

където е отчетено, че ii * . След съкращаване получаваме, че доказването на 

самоспрегнатостта на оператора p̂  се свежда до доказване на следното равенство 

 (4) dvdv
VV

2

*

12

*

1 )(     

 За да докажем (4), с което доказваме (2), ще разгледаме интеграла в лявата страна 

на (4) 

 (5) dvI
V

2

*

1    . 

Неговата подинтегрална функция може да се преобразува, ако се използва следното 

тъждество от векторния анализ 

 (6) )()().().( vuvuvuvugrad  , 

от което, при формалната замяна *

1u  и 2v , получаваме 

 (7) )()()( 2

*

12

*

12

*

1   . 

С помощта на (7) подинтегралната функция на (5) може да бъде представена във вида 

 (8) 2

*

12

*

12

*

1 )()(   . 

Заместваме (8) в (5), и получаваме 

 (9) dvdvdvdvI
VVVV

   )()(])()([ *

12

*

1

*

12

*

12

*

1 , 

 (10) dvII
V

   )( *

10 , 

където с 0I  е означен интегралът 

 (11) dvI
V

 )( 2

*

10  . 

Този обемен интеграл може да бъде изразен чрез повърхнинен интеграл посредством 

една от интегралните теореми, подобна на теоремата на Гаус. За да я получим, 

използваме въпросната теорема от векторния анализ в следния операторен вид 

 (12)  
V SV

Sddv


. 

Ако с оператора (12) „подействаме” върху скаларна функция (поле) u , получаваме 

 (13) uSdudv
V SV

 


, т.е.  
V SV

Sdudvu


. 

Нека приложим (13) спрямо скаларната функция 2

*

1u . Така за 0I  получаваме 

 (14)  
V SV

SddvI


)( *

1

*

10  . 

Областта на интегриране в (14) е цялото пространство, което означава, че тъй като 

 SSV , то с отчитане на условието за ограниченост на вълновите функции 

повърхнинният интеграл в дясната страна на (14) се оказва равен на нула, т.е.  

 (15) 00 I . 

 След отчитане на този резултат (10) добива вида 
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 (16) dvI
V

   )( *

1 , или още 

 (17) dvdv
VV

2

*

12

*

1 )(    ,  

което е точно (4). С това доказателството на (4), а следователно и на (2), е завършено, 

откъдето следва, че операторът на импулса p̂  е самоспрегнат оператор. 

Втори начин: самоспрегнатостта на p̂  може да бъде доказана елементарно и с 

помощта на резултатите от зад. 1 и зад. 5 от този раздел. В тези задачи доказахме, че: 

1)  ако C  е константен оператор, то  *CC  ; 

2)    ABBA ˆˆ)ˆˆ( ; 

3)  
. 

Нека приложим горните 3 резултата за намиране на ермитово-спрегнатия на  

оператора  ip̂ : 

piiiiip ˆ))(())(()()()])([(ˆ *    . 

И така, доказахме че pp ˆˆ 
, откъдето следва, че (по определение) и операторът 

p̂  е ермитов, к.т.д. 

 

Задача : Да се докаже, че всяка от трите проекции xL̂ , yL̂ , zL̂ , както и самия 

оператор L̂  на момента на импулса, са самоспрегнати оператори. 

 Доказателство: ще докажем, че напр. xL̂  е ермитов. За останалите 

доказателството е идентично.  

Първи начин: По определение 

 (1) 


















y
z

z
yiL

x
ˆ . 

За да докажем, че xL̂  е самоспрегнат, трябва да докажем, че 

 (2) dvLdvL
V

xx

V

2

*

12

*

1
)ˆ()ˆ(    , 

където )(1 r


  и )(2 r


  са еднозначни, непрекъснати и ограничени ( 0),,(lim
,,




zyxi
zyx

 ) 

функции. Трябва да докажем равенството 

 (3) dv
y

z
z

yidv
y

z
z

yi
VV

2

*

12

*

1   


















































  , 

или още, отчитайки че ii *  

 dv
y

z
z

yidv
y

z
z

yi
VV

 


































 2

*

1

*

122*

1 


  . 

Ако разделим горното равенство на )( i , след което прехвърлим члена от дясната в 

лявата страна на равенството, получаваме 

 (4) 02

*

1

*

122*

1 


































 dv

y
z

z
ydv

y
z

z
y

VV




 . 

Понеже (4) бе получено от (2) като резултат от няколко еквивалентни преобразувания, 

то доказвайки (4) доказваме всъщност (2). Нека представим (4) във вида 
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 (5) 02

*

1
2

*

12*

1
2*

1 


















 dv

y
zdv

z
ydv

y
zdv

z
y

VVVV










 , или още 

 (6) 02

*

12*

12

*

12*

1 


































 dv

yy
zdv

zz
y

VV







 . 

Ако вземем под внимание, че 

 (7
А
) )( 2

*

12

*

12*

1 



zzz 












,  и   (7

Б
)  )( 2

*

12

*

12*

1 



yyy 












,   

то (6) добива вида 

 (8) 0)()( 2

*

12

*

1 








 dv

y
zdv

z
y

VV

 . 

Нека разгледаме първия от двата интеграла в (8) 

 (9) 








  dzdydx

z
ydv

z
yI

VV

)()( 2

*

12

*

11    … dzdydxdv ..  … 

0)()()( 2

*

12

*

12

*

1 









      









 dydxyddydxydz
z

dydxy , 

понеже по условие 0),,(lim
,,




zyxi
zyx

 .  

 По аналогичен начин се доказва, че и вторият интеграл в (8) е равен на нула, с 

което всъщност доказваме, че (4), а следователно и (2), са верни равенства. С това 

доказваме и самоспрегнатостта на оператора xL̂ . 

Втори начин: самоспрегнатостта на xL̂  може да бъде доказана елементарно с 

помощта на резултатите от зад. 1 и зад. 3 от този раздел. В тези задачи доказахме, че: 

1)  ако C  е константен оператор, то  *CC  ; 

2)    ABBA ˆˆ)ˆˆ( ; 

3)  
dx

d

dx

d











. 

Едва ли се нуждаят от доказателство и твърденията, че xx ˆˆ  , yy ˆˆ    и   zz ˆˆ  . 

Нека приложим горните 4 резултата за намиране на ермитово-спрегнатия на  

оператора  


















y
z

z
yiLx ˆ : 

(10) 








































































y
z

z
yii

y
z

z
y

y
z

z
yiL

x
 )()(ˆ . 

Нека определим отделно 





















y
z

z
y :  

(11) z
y

y
z

z
y

y
zy

z
z

y
y

z
z

y 





























































































 







. 

Заместваме (11) в (10) 
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(12) xx L
y

z
z

yi
z

y
y

zi
y

z
z

yiL ˆˆ 

























































 . 

И така, доказахме че xx LL ˆˆ 


, откъдето следва(по определение), че операторът xL̂  е 

ермитов, к.т.д. 

 

 Доказателството на самоспрегнатостта на останалите два „проекционни” 

оператора yL̂  и zL̂  се извършва аналогично по всеки един от разгледаните вече начини. 

 Накрая може да се направи следния извод: Операторът на момента на импулса L̂  

е съставен (представим, композиран) от (чрез) своите три проекции (проекционни 

оператори) xL̂ , yL̂ , zL̂ , самоспрегнатостта на които доказахме току-що. Логическият 

извод от всичко това е, че „целият” оператор L̂  е също самоспрегнат оператор.  

 Доказателството на самоспрегнатостта на оператора L̂  може да бъде 

аргументирано и с помощта на доказаната вече формула   ABBA ˆˆ)ˆˆ( : 

 prL ˆˆˆ     LprrprpprL ˆ)ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ(ˆ  
, 

т.е. LL ˆˆ 
, следователно операторът L̂  е самоспрегнат оператор. Принципно важен 

момент в доказателството е знакът „-„ в горните преобразувания, който се появява 

(отчита) при спрягането, понеже операцията векторно умножение „”, свързваща двата 

оператора, е антикомутативна. 

 Накрая може чрез доказаното вече LL ˆˆ 
 и формула   ABBA ˆˆ)ˆˆ(  да се докаже 

и самоспрегнатостта на оператора на квадрата на момента на импулса 
2L̂ . 

Действително 

 
22 ˆ)ˆ)(ˆ()ˆ()ˆ()ˆˆ()ˆ( LLLLLLLL  
,  

с което самоспрегнатостта на 
2L̂  е доказана. 

 

 
 

 Тема: Средни стойности 
  Теоретичен минимум: Средна стойност на физична величина F , описвана в 

състояние    с оператор F̂ ,  се определя като  

 (*) dvFFF  ˆ*

 ,  

като при това ако F̂  е самоспрегнат оператор, то F  е реална величина. 

 
 

Задача : За частица, състоянието на която се описва с функцията 

  







 xik

a

x
Ax 02

2

exp , да се определят средните стойности на координатата x  и 

импулса p .  Величината А е константа, а 0k  е параметър, имащ размерност ][ 1m . 

 Решение:  
 По определение (*) за средна стойност  
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 (1) 
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x
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x
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  0
4

2
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22
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2222
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 ee
aA

a

x
de

aA
a

x

, следователно 

(2) 0x . 

За намирането на p  използваме, че операторът на импулса  ip̂  в 

едномерната (очевидно) задача, която решаваме, съвпада с 
x

ipx



 ˆ , следователно 

   (3)    





























 









dxxik
a

x

x
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a

x
Adxxpxp x 02

2

02

2
** expexp])(ˆ[)(   



































 





dxxik
a

x
ik

a

x
xik

a

x
AAi 02

2

0202

2
* exp

2
exp)(  

dxeikAidxex
a

A
idx

a

x
ik

a

x
Ai a

x

a

x

































2

2

2

2 2

0

2

2

2

2

2

2

02

2 2
2

exp
2

 . 

В първото подусловие на задачата вече решихме dxex a

x







2

22

 и видяхме, че той е равен 

на нула. По този начин за средната стойност на импулса се получава представянето 

 (4) 









 

















a

x
de

a
AkdxeAkdxeikAip a

x

a

x

a

x
2

2

2

2

2

2

2

2 2

2

0

2

2

0

2

0

2  . 

Ако положим u
a

x


2
, то (4) добива вида 

 (5) aAk
a

Akude
a

Akp u 2

0

2

0

2

0
222

2




  




 , 

където е взето под внимание, че 

 (6) 




 ude u2

 - интеграл на Поасон. 

И така 

 (7) aAkp 2

0
2



 . 

Нека определим константата A  от условието за нормировка 

 (8) 1)()(* 




dxxx  , следователно 

  1expexp 02

2

02

2
* 























dxxik
a

x
Axik

a

x
A , 
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1
2

exp)(
2

2
* 














dx
a

x
AA , 

1
2

2

2

2

2 





























a

x
de

a
A

a

x

, т.е. 

1
2

2
2






 ude
Aa u . 

 Ако отново използваме интеграла на Поасон, ще получим 

 (9) 1
2

2


Aa

, т.е.  1
2

2 Aa


,  

откъдето нормиращата константа 

 (10) 


212

a
A  . 

Заместваме 2A  от (10) в (7) и получаваме 

 (11) 00

21

2
k

a
akp  















. 

И така 

 (12) 0kp  . 

 

 Задача : За частица, състоянието на която се описва с функцията 

  e
xip

p
x 0

0 2

1


  , да се определят средните стойности на енергията E  и импулса 

p . 

 Решение: ако представим функцията  x
p0

  във вида 

 (1)   ee
xp

h

i
xp

h

i

p
x

.)
0

(

0 2

1

2

1






  , 

където  

 (2) 
0

pp  , 

то очевидно функцията (1) представлява всъщност нормираната вълнова функция на 

оператора на импулса 
x

ip
x




 ˆ . Казаното означава, че нормировъчното условие за 

функцията (1) е 

 (3) )()()( /*

/
ppdxxx

pp






 , 

като очевидно при pp /  ще имаме 1)()(* 




dxxx pp  . 

 Нека определим p  и E  

а) По определение: 

(4) 

















 










dx
x

idxxpxp ee
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i
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i
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..*

2

1
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1
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h
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dxp pp *  … съгласно (3) …  0pp  . 

б)  По определение: 

(5) 
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= … съгласно (3) …  2
0

22

22
p

mm

p 
 . 

 

 Задача : Състоянието на частица, намираща се в потенциална яма със ширина 

a , се описва с вълнова функция 

 














axx

axx
a

n

ax
n

,0,0

0,sin
2

)(



 ,  ...,2,1n  

Да се определят средните стойности на координатата x , на импулса xp  и на 

квадрата на импулса 2p  на частицата. 

 Решение: 

а) нека определим най-напред средната стойност на координатата x . Очевидно 

nn
 *  (реална вълнова функция), следователно 

 (1)   








dx
a

xn

a
x

a

xn

a
dxxdxxx

a

nnnn


 sin

2
sin

2
ˆˆ

0

*  
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xdx
a
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a
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a
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n
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a
dx
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 2
cos

112
cos1

2

12
sin

2
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a

a
I

a

a

a

1

2

1

2

1 2

 .  

Нека решим отделно интеграла I : 

 (2) 
















  x

a

n
dx

n

a
x

a

n
dx

a

n
x

n

a
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2
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2
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2 00

 … по части … 
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  0)11(
2
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n

a
. И така интегралът 0I .  

С това доказахме всъщност, че  

(3) 
2

a
x  . 

 б)  Определяне средната стойност на импулса xp : 
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  0
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sinsin
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a
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ha

a

xn

ai

h 
. 

 И така доказахме, че 0
x

p , което е напълно естествено и обяснимо, понеже в 

направление на оста Ох са равновероятни както проекциите 
x

p


, така и проекциите 

(
x

p


 ) на импулса. 

 в)  Определяне средната стойност на квадрата на импулса 2p : 

 ip̂ , но в едномерния случай, който разглеждаме в задачата, очевидно 

x
ipp

x



 ˆˆ . Следователно  

(4) 
2

2

22ˆ
x

p



  .  

Тогава 
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sinsin0
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.  

Нека определим отделно втората производна: 

a

xn

a

n

a

xn

x


cossin 









; 

x
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a

n
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a
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n
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n
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a

n

x
x

a

n

x


sin)sin(.cossin

2

2
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. 

Заместваме така намерената втора производна в интеграла, и получаваме 
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 . 

И така 

(5)  2

2

22

2 n
a

p


 . 

*Допълнение: средната стойност 2p  може да бъде определена и директно, като 

се използва, че за ax 0  вълновата функция x
a

n

a
x


 sin

2
)(    е собствена функция 

на оператора p̂ , а следователно и на оператора 2p̂ , който комутира с p̂ . Следователно 
2p  може да бъде представена като собствена стойност на оператора 2p̂ , т.е. 

(6) )()(ˆ 22 xpxp
nn

  . 

Действително за ax 0  
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 ,  

с което отново доказахме, че 2

2

22

2 n
a

p


 . 

 

 

 Тема: Потенциални ями. Бариерни задачи на КМ 
  

 
 Задача : Частица с маса m  се намира в едномерна потенциална яма с 

безкрайно високи стени 

 









ax

axx
xU

0,0

;0,
)(  

Да се определят възможните енергетични състояния (енергетичния спектър) и 

вълновата функция на частицата в потенциалната яма. 

Решение: ще намерим енергетичния спектър (спектърът от „позволените” 

енергии) и стационарните вълнови функции (вълновите функции на „позволените” 

състояния) на частица, движеща се в поле с потенциал от вида 

 
















ax

ax

x

xU

,

0,0

0,

)( , където a  е ширината на ямата. 
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         Очевидно имаме случай на едномерно движение, 

при което потенциалът )(xU  очевидно не зависи от 

времето, следователно за описание движението 

(състоянието) на частицата във всяка от трите области 

(виж чертежа) можем да използваме едномерното 

стационарно уравнение на Шрьодингер, решаването на 

което ще ни позволи да определим стационарните 

състояния (състоянията с точно определена енергия) на 

частицата.: 

 (*)   0)()(
2)(

22

2

 xxUE
m

dx

xd





. 

 Записваме (разписваме) го за всяка от трите области: 

 I област: 0x ,  в която  )(xU  

 (1)   0)(
2)(

122

1

2

 xE
m

dx

xd





. 

 II област: ax 0 ,  в която  0)( xU  

 (2) 0)(
2)(

22

2

 xE
m

dx

xd





. 

 III област: ax  ,  в която )(xU  

 (3)   0)(
2)(

322

3

2

 xE
m

dx

xd





. 

 Уравнения (1) и (3) са идентични. Ще покажем, че вероятността частицата да се 

намира в област I или в област III е равна на нула.  

 (4) 0)(..
2

)(
2)(

)3(12)3(122

)3(1

2

 x
m

xE
m

dx

xd





. 

 В горното равенство (4) трябва енергията E  да е положително-определена 

константа (т.е. 0E ). Вторият член  )(
2

)3(12
xE

m



 в лявата страна на (4) е много по-

малък от третия член )(..
2

)3(12
x

m



, поради което може да бъде пренебрегнат. Така 

уравнение (4) добива вида 

 )(..
2)(

)3(122

)3(1

2

x
m

dx

xd






, или още )(.

)(
)3(12

)3(1

2

x
dx

xd



 .  

Ако двете страни на последното равенство разделим (формално) с )()3(1 x , ще получим 

представянето 

 
2

)3(1

2

)3(1

)(

)(

1

dx

xd

x




, 

от което можем да заключим, че 0)()3(1 x , което недвусмислено доказва, че 

действително вероятността частицата да се намира в област I или в област III е (почти) 

равна на нула.  

 Следва още тук да отбележим, обаче, че съществува минимална вероятност 

частицата да се намира (да бъде намерена) в I
-ва

 или в III
-та

 област. Явлението, при 
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което това се случва, се нарича тунелен ефект. На този ефект се основава действието 

на т.нар. „тунелни” диоди. 

 Следователно остава да решим само уравнението (2) в областта II, а именно при 

0)(,0  xUax : 

  0)(
2)(

22

2

 xE
m

dx

xd





. 

 Полагаме 0
2 2

2
 kE

m


, като очевидно k . Тогава 

 (*) 0)(
)( 2

2

2

 xk
dx

xd



. 

 Вижда се, че това е ЛХОДУ (линейно хомогенно обикновено диференциално 

уравнение) от II ред с постоянни коефициенти, решението на което може да бъде 

търсено във вида xeCx  .)(  . След заместване на )(x  в (*) се получава следното 

характеристично уравнение 

 (5) 022  k , 

чиито корени са ki2,1  (комплексно-спрегнати числа).  

 Следователно общото решение на (2) ще има вида 

 (6) )sin()cos()( 21 kxckxcx  . 

 Коефициентите 1c  и 2c , фигуриращи в (6), могат да бъдат определени от 

условието (изискването) вълновата функция )(x  да е непрекъсната в точките 0x  и 

ax  . (Забележка: освен че трябва да е непрекъсната във всяка точка, вълновата 

функция   трябва в   да е равна на нула). Прилагайки изискванията за 

непрекъснатост, получаваме: 

 
0.sin

0

0)(

0)0(

)7(

)7(

2

1










akc

c

aБ

A




 

 С отчитането на (7
А
) вълновата функция )(x  на частицата в безкрайната 

едномерна потенциална яма се представя във вида 

 (6
А
) )sin()( 2 kxcx   

 Нека видим до какви следствия води изпълнението на (7
Б
). Могат да се разгледат 

два случая: 02 c  и 0.sin ak , които следва да бъдат разгледани поотделно. 

 1) 02 c , но тогава съгласно (6
А
) трябва и 0)( x , което би означавало, че 

вероятността частицата да бъде намерена в потенциалната яма е равна на нула, т.е. 

няма частица (тривиален случай, който игнорираме). Остава случаят 

 2)   0.sin ak       (8) .. nak  ,    при ....,2,1,0 n  

 От (8) следва, че 

 (9) 
2

22
2

a

n
k


 , 

и понеже положихме E
m

k
2

2 2


 , то 

2

22

2

2

a

n
E

m
n





, с което стигаме до следното 

представяне за енергията на частицата 

 (10) 2

2

22

2
n

ma
En


   при ....,2,1,0 n  . 
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 Оказва се, че енергията на частицата в безкрайната потенциална яма зависи от 

„ n ”, т.е. енергетичният спектър на частицата е дискретен и се квантува. 

 Както вече отбелязахме енергията E  е положително-определена константа 

( 0E ), следователно трябва 0n , т.е. възможните стойности на „ n ” са ....,2,1 n .  

 И така доказахме, че дискретните стойности на енергията, които частицата може 

да притежава, намирайки се в безкрайна едномерна потенциална яма, са 

 (10
А
) 2

2

22

2
n

ma
En


   при ....,2,1 n  . 

 Тъй като енергията се изразява чрез „ n ”, то „n ” има смисъл на главно квантово 

число. 

 Енергетичният спектър е дискретен, т.е. частицата приема (притежава) точно 

определени стойности на енергията: 

 
2

22

1
2ma

E


 ; 
2

22

2
2

4
ma

E


 ; 
2

22

3
2

9
ma

E


 ; 
2

22

4
2

16
ma

E


 ; ………… 

 Разликите в енергиите iii EEE  1  между две съседни енергетични нива са: 

 
2

22

121
2

3
ma

EEE


 ; 
2

22

232
2

5
ma

EEE


 ; 
2

22

343
2

7
ma

EEE


  и т.н., 

следователно ...:7:5:3...::: 321  EEE , откъдето следва важният извод, че 

енергетичните нива на частицата не са еквидистантни (т.е. не отстоят едно от 

друго на едни и същи енергетични „разстояния”).  

 След определянето на енергетичния спектър на частицата остана въпроса за 

намиране на нейните стационарните вълнови функции. От  (6
А
) имаме следното 

представяне за тях 

 (11) )sin()( 2 kxcx  , 

като очевидно константата 2c  остана неопределена. Ще я определим от условието за 

нормировка на вълновата функция, което за случая на едномерна потенциална яма с 

ширина a , т.е. ax 0 , се записва във вида 

 (12) 1)(

2

0

 dxx
a

 ,  

или още 1).(sin
0

2
2  dxxkc

a

. Очевидно 
I

c
1

2  , където с I  е обозначен интегралът 




  ).2().2cos(
2

1
.

2

1

2
).2cos(

2

1

2

1

2

).2cos(1
).(sin

00000

2 xkdxk
k

a
dxxkdxdx

xk
dxxkI

aaaaa

 
24

).2sin(

2
)]0.2sin().2[sin(

4

1

2
0

))2(sin(
4

1

2

a

k

aka
kak

k

a

x

ax

kx
k

a






 ,  

като в последното равенство е отчетено, че 0).2sin( ak , понеже разглежданията дотук 

се отнасят за случая 0.sin ak , при който е в сила равенство (7
Б
). (Пояснение: щом 

0.sin ak , то   и 0).cos(.).sin(.2).2sin(

0

 akakak


). 
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 И така, интегралът 
2

a
I  , следователно 

aI
c

21
2  . С намирането на 

константата 2c , и с отчитане на намереното вече представяне 
a

n
k

.
 , изразът (11) за 

стационарните вълнови функции на частицата добива вида 

 (13) )
.

(sin
2

)( x
a

n

a
xn


    при ....,2,1 n  . 

 Извод: Съотношенията (13)  задават стационарни(те) вълнови функции, 

описващи движението на частицата в едномерната безкрайна потенциална яма. Тези 

вълнови функции зависят единствено от главното квантово число „ n ”. За всяко „n ” 

имаме точно определена енергия nE  и точно една стационарна вълнова функция 

)(xn , която описва поведението (състоянието) на частицата: 

 

  1n ,   )(sin
2

)(1 x
aa

x


  ; 

  2n ,   )
2

(sin
2

)(2 x
aa

x


  ; 

  3n ,   )
3

(sin
2

)(3 x
aa

x


  ; 

      . 

      . 

  3n ,   )(sin
2

)( x
a

n

a
xn


  . 

 Понеже всички функции )(xn  имат възли 

(минимуми) в краищата на потенциалната яма, то може да 

се изкаже твърдението, че най-вероятно е частицата да се 

намира (в даден момент) в средата (или около средата) на 

потенциалната яма. 

 Точките, в които вероятността да намерим частицата е равна на нула, се наричат 

възли на вълновата функция. При главно квантово число „ n ” броят на възлите е 

)1( n . При големи стойности на „ n ” се проявяват някои много съществени 

квантовомеханични ефекти, докато при 1n  имаме почти класически случай. 

 

 Задача : Частица с маса m  и енергия E  извършва едномерно движение.На 

пътя на частицата се намира едномерна потенциална бариера с височина U  и 

безкрайна ширина 

 (1) 









0,

0,0
)(

xU

x
xU . 

Да се определят възможните енергетични състояния (енергетичния спектър) и 

вълновата функция на частицата в присъствието на потенциалната бариера. Да се 

анализират случаите: а) UE 0 ,   б) EU 0 , и   в) 0U . 

Решение:  
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I. Нека започнем с първия случай UE 0 . За удобство условно ще наричаме 

„първа” областта ( 0x ) в която липсва потенциална бариера ( 0U ), а „втора” - 

областта ( 0x ) в която има потенциална бариера ( 0)( UxU ).  Задачата е 

стационарна, затова прилагаме СУШ: 

(2)  EH ˆ ,  т.е.       EU
m











2

2
, 

където в едномерния случай 
2

2

dx

d
 , следователно при )(x   

 (3)  EU
dx

d

m











2

22

2


. 

 Прилагаме едномерното СУШ (3) за двете области поотделно: 

  в първата област 

 (4) 


E
dx

d

m


2

1

22

2


,         0x  

 т.е. 0
2

122

1

2

 




mE

dx

d
, или още   

 (5) 0
1

2

12

1

2

 


k
dx

d
,  

където 

 (6) 
21

2



mE
k  . 

  във втората област 

 (7) 
222

2

22

2



EU

dx

d

m



, 0x , 

т.е. 0)(
2

222

2

2

 


UE
m

dx

d


, или още 

 (8) 0
2

2

22

2

2

 


k
dx

d
,  

където 

 (9) )(
2

22
UE

m
k 


. 

 Очевидно за случая UE 0 , който разглеждаме, е изпълнено 0UE , поради 

което )(
2

))(1(
2

)(
2

2222
EU

m
iEU

m
UE

m
k 


 е чисто имагинерна величина. 

 Нека решим диференциалните уравнения (5) и (8) за двете области. Понеже и 

двете уравнения са от типа „уравнение на хармоничен осцилатор”, то техните решения 

са съответно 

 (10) 
xkixki

BeAex 11)(1


 ,  

като вълната 
xkiI

Aex 1

1
)(   е очевидно падаща вълна, а вълната 

xkiR
Bex 1)(1


  е 

отразена вълна. Аналогично 

 (11) 
xkixki

DeCex 22)(2


 , 
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обаче тъй като бариерата е безкрайна, то в нея няма как да се формира отразена вълна 

(няма как такава вълна да дойде от  ), следователно трябва да приемем 0D , с което 

решението на (8) добива вида 

 (12) 
xki

Cex 2)(2  . 

 За намирането на трите константи А, В, С прилагаме граничните условия: 

 (13) 
0201

)()(



xx

xx  ,   (14) CBA  , и 

 (15) 
0

2

0

1




xx
dx

d

dx

d 
,    CikBikAik

211
 , откъдето следва 

 (16) CkBAk
21

)(  . 

 Така получаваме системата (неопределена) 

 (17) 
C

k

k
BA

CBA

1

2



    C
k

kk
C

k

k
CA

1

21

1

22


 ,  откъдето 

 (18) A
kk

k
C

21

1
2


 . 

 Константата В определяме от (17) и (18) 

  A
kk

kk
A
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kkk
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kk

k
ACB

21

21

21

211

21

1
22












 , т.е. 

(19) A
kk

kk
B

21

21




 . 

 Нека за всяка една от трите вълни в двете среди определим плътността на потока 

на вероятността 

 (20) 









dx

d

dx

d

m

i
j





 *

*

2


. 

 а) За падащата вълна 
xkiI

Aex 1

1
)(   в първата среда  
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21
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k
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, 

т.е. 

 (21) 
2

1 A
m

k
j

I


 . 

 б) За отразената вълна 
xkiR

Bex 1)(1


  в първата среда  
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, 

т.е. 
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 (22) 
2

1 B
m

k
j

R


 . 

в) За преминала вълна xkiT
Cex 2

2
)(   във втората среда  
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i
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)(
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2
*
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, 

т.е. 

 (23) 
2

2 C
m

k
j
T


 . 

 Сега вече сме в състояние да определим съответно: 

  Коефициент на отражение на вълната от потенциалния бариер 

 (23) 
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  Коефициент на пропускане на (през) потенциалния бариер 

 (24) 
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или още 

 (25) 
2

21
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)(

4
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kk
T


 . 

 От (23) и (25) непосредствено се вижда, че 1TR . 

 Нека изразим коефициента на пропускане Т, отчитайки представянията (6) и (9) 

 (26) 
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)(22

)(4

)(2

)(4
. 

Както вече видяхме при UE 0  коефициентът 

 (27) iEU
m

iUE
m

k

числоРеално




)(

2
)(

2
222

 

е чисто имагинерна величина. Следователно вълната във втората среда (преминала вълна) 

ще има вида 

 (28) xxiixki
CeCeCex   )(

2
2)( , 

и това (очевидно) е експоненциално затихваща вълна. 

 Анализ на други случаи: 

  Когато UE  , се оказва, че съгласно (27) 0
2
k , при което 
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 (29
А
) 1

2
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1
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21

21 
























k

k
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R ; 

 (29
Б
) 0

)(

4
2

21

21 



kk

kk
T . 

  Когато EU 0 , то )(
2

22
UE

m
k 


 е реално, а не имагинерно число, 

поради което полето на преминалата вълна  xki
Cex 2

2
)(   има „осцилиращ” характер. 

  Случаят 0U  по нищо (принципно) не се различава от случая . На преден 

план изпъква, обаче, едно важно обстоятелство: оказва се че в този случай 
12

kk  . 

Действително, при 0U  можем да представим потенциалната енергия във вида 

UU  , откъдето съгласно (9) и (6) получаваме 

(30) 
122222

2
][

2
)]([

2
)(

2
kE

m
UE

m
UE

m
UE

m
k 


. 

Но щом 
12

kk  , то от (19) ще следва, че 0
21

21 



 A

kk

kk
B   (приемаме, че 0A ). И 

понеже в такъв случай BeBB i ).1( , то очевидно можем да заключим, че фазата 

на отразената вълна се променя с  , понеже съгласно (10)  
)(

1
1111)(

 


xkiixkixkiixkiR
eBeBeBeBex . 

А в частност ако 1U  (безкрайно дълбока потенциална яма), то 

(31) 
1222

2
][

2
kE

m
UE

m
k 


, т.е.  

12
kk  , 

при което 

 (32) AA
k

k
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21 , и 
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k
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kk

k
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 Тогава коефициентът на отражение на потенциалния бариер ще бъде 

 (34) 1
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kk

kk

A

B
R , 

а коефициента на пропускане ще е 

 (35) 0
)(

4
2

21
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2

2
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kk

kk

A

C

k

k
T , 

което означава, че в този случай, колкото и неочевидно и изненадващо да е това, 

потенциалният бариер действа като своеобразно идеално „огледало” (в 

квантовомеханичен смисъл, разбира се). 

 
Задача : Едномерно движение на частица с маса m  и енергия E . На пътя на 

частицата се намира едномерна потенциална бариера с височина U  и крайна ширина 
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 (1) 

















ax

axU

x

xU

,0

0,

0,0

)(  

Да се определят възможните енергетични състояния (енергетичния спектър) и 

вълновата функция на частицата в присъствието на потенциалната бариера. Да се 

анализира случаят UE  . Да се определи коефициента на пропускане. 

Решение: 

 Нека най-напред разгледаме случая UE  . Използваме 

СУШ 

 (2) )()(ˆ xExH   , 

което за едномерния случай, който разглеждаме, има вида 

 (3) )()()(
2 2

22

xExxU
dx

d

m
 











. 

Нека „разпишем” уравнението (3) за всяка една от трите 

области: 

 А) За областта 1: 

 (4
а
) 
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1

22
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E

dx

d

m



,  т.е. 0

1

2

2

1

2

 


k
dx

d
, където E

m
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2
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 . 

 Б)  За областта 2: 

 (4
б
) 

222

2
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EU

dx

d

m



,  т.е. 0

2

2

22

2

2

 


k
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d
, където    ][

2
22
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k 


. 

 И понеже (по условие) UE  , то очевидно 
22

ik  , където ][
2

22
EU

m



  е 

реална величина. 

 В) За областта 3, аналогично за областта 1, имаме 

 (4
в
) 

32

3
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E

dx

d

m



,  т.е. 0

3

2

2
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2

 


k
dx

d
, където отново E

m
k

2

2


 . 

 

 Нека решим уравненията (4
а, б, в

): 

 (а) решението на (4
а
), което е всъщност уравнение на хармоничен осцилатор, 

може да бъде представено във вида 

 (5
а
) xkixki eAeAx  211 )( , за  0x , като 

  xkiI
eA11   - падаща вълна; 

  xkiR
eA  21  - отразена вълна. 

(б) решението на (4
б
) е 

 (5
б
) 

xkixki
eBeBx 22

212 )(


 , за  ax 0 . 

(в) решението на (4
в
) е 

 (5
в
) )(

2
|(

13 )( axkiaxki eCeCx   , за  ax  , 

но понеже от т. ax   до   няма друга потенциалоформираща структура, то няма как 

да възникне отразена вълна )(
2

axkieC  , разпространяваща се „отдясно наляво”, затова 

трябва да приемем 0
2
C , при което решението (5

в
) ще добие вида 
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 (6) |(
13 )( axkieCx  , за  ax  . 

 Неизвестните коефициенти 
22111

,,,, BACBA  определяме от условието за 

непрекъснатост на вълновата функция и на първата й производна в двете гранични 

точки 0x  и ax  . 

 I. Прилагане на граничните условия в т. 0x : 

 (7) 
0201 


xx

 ,   
2121

BBAA  . 

  
0

2

0

1




xx dx

d

dx

d 
,  т.е. 

221221
BikBikikAikA    i:  

 (8) )()(
21221

BBkAAk  . 

 

 II. Прилагане на граничните условия в т. ax  : 

 (9) 
axax 


32

 , т.е. 

 (10) 1

2

2

2

1
CeBeB

akiaki
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axax dx

d

dx

d



 32


,   т.е. 1
)(

12212
22 ikCeikCeBikeBik aaikakiaki

 
 i:  

 (11) 1212 }{ 22 kCeBeBk
akiaki



. 

 И така получихме система от 4 уравнения – (7), (8), (10) и (11) – за 5 неизвестни. 

За да бъде „решима” тази система, нека приемем, че падащата вълна xkiI
eA

11
  е 

нормирана, т.е. 1
1
A  (или 1A ). Така системата „става” определена, и може да бъде 

коректно решена. 

 Общ метод за решаването на подобни системи от алгебрични уравнения са 

формулите на Крамер (с детерминанти), но той би се оказал доста тежък и тромав, 

затова нека подходим напр. така – да изразим най-напред 
1

B  и 
2

B  посредством 
1

C  от 

(10) и (11); след това да изразим 
1

B  и 
2

B  посредством 
1

A  от (7) и (8), и накрая да 

изразим 
1

C  посредством 
1

A , което би ни позволило да определим коефициента на 

пропускане на потенциалната бариера. Нека реализираме този план на работа: 

 Ако съберем почленно (10) и (11), ще имаме 
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 . 

 А ако извадим почленно горните две уравнения, получаваме 

1
2

21

121

22

22

)(
C

k

k
eBeB

CeBeB

akiaki

akiaki










   1
2

2
2

22 C
k

kk
eB

aki 



, т.е. 

 (13) 
aki

eC
k

kk
B 2

1
2

2
2

2


 . 

 По принцип бихме могли да продължим по-нататък по набелязания план, но нека 

преди това отчетем една любопитна подробност, която съществено ще облекчи по-
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нататъшния анализ: ще покажем, че 
12

BB  , което ни дава формални основания да 

приемем, че 0
2
B . Действително, ако отчетем, че за разглеждания случай UE   

имаме 
22

ik  , където ][
2

22
EU

m



  е реална величина, то бихме могли да 

представим  
1

B  и 
2

B  в следния вид: 

  aaii
eC

ik
eC

i

ik

i

i
B 22

1
2

2)(
1

2

2
1

22



















 , т.е. 

 (14) 
a

eC
ik

B 2
1

2

2
1

2





 
 , и 

aaii
eC

ik
eC

i

ki

i

i
B 22

1
2

2)(
1

2

2
2

22









 







 , т.е. 

 (15) 
a

eC
ik

B 2
1

2

2
2

2





 
 . 

 Очевидно  

aaa
e

ik

ik
eC

ik
eC

ik

B

B
222 2

2

2
1

2

2
1

2

2

1

2

2
/

2













 







 , 

и понеже 22
222 kikik   , то очевидно 

 (16) 022

1

2 
 a

e
B

B 
, 

понеже по полагане реалната величина ][
2

22
EU

m



  в степенния показател на (16) 

е достатъчно голяма (в общия случай). С това изводът 
12

BB  , или още 0
2
B  може 

да се счита за аргументиран.  

Нека след всичко това продължим с намирането на интеграционните константи. 

Първите две уравнения от системата – уравнения (7) и (8) – при 0
2
B  и 1

1
A  имат 

вида: 

(17) 
122

12

)1(

1

BkAk

BA




. 

 Понеже 
2

A  „не ни трябва ”, нека я елиминираме 

1

2

2

12

1

1

B
k

k
A

BA





     
1

22 B
k

kk 
 , откъдето определяме 

 (18) 
22

1

22

ik

k

kk

k
B





 . 

 Остава с така намереното 
1

B  да заместим в (15), което би позволило да изразим 

1
C  в явен вид: 

  
a

eC
ik

B 2
1

2

2
1

2





 
    

a
eC

ik

ik

k
2

1
2

2

2 2

2 











,  

Откъдето 
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 (19) a
e

ikik

k
C 2

))((

4

22

2
1





 


 . 

 Сега вече можем да пристъпим към намирането на коефициента на пропускане 

на потенциалната бариера: той може да се представи като произведение от 

коефициентите на пропускане (прозрачност) 
1

T  и 
2

T  на всеки от двата гранични слоя 

(ляв 0x  и десен ax  ) на бариерата, т.е. 

 (20) 
21

.TTT  , 

където съгласно решена вече задача за потенциален бариер с   ширина са в сила 

представянията 

 (21
а
) 

2

1

2

12

1

A

B

k

k
T  , и (21

б
) 

2

1

2

1

2

2

B

C

k

k
T  , 

и където е отчетено, че за първата гранична повърхност 0x  вълната с амплитуден 

коефициент 
1

B  представлява преминала вълна, но за втората гранична повърхност 

ax   същата тази вълна представлява падаща върху тази гранична повърхност. Тогава 

очевидно 

 (22) 
2

12

1

2

1

2

2

1

2

12

21
. C

B

C

k

k

A

B

k

k
TTT  , 

където е взето под внимание, че по допускане 1
1
A . И така, оказа се, че коефициентът 

на пропускане се изразява само и единствено чрез 
2

1
C . Нека за целта определим най-

напред 
1

C  и 
1

C , използвайки (19): 

 













))((

))((

))((

4

))((

4

22

22

22

2

22

2
1

22

ikik

ikik
e

ikik

k
e

ikik

k
C

aa
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e

k

kikk
e

kk

kiikkk
22

22
2

2

2
2

2
22

22
2

2
2

2

2
2

2
2

22

)(

)](2[4

))((

][4 








 

1122
2

2

2
2

2

22
2

2

22 ImRe
)()(

]2[4
22 CiCe

k

k
ie

k

kk aa










 








. 

Тогава 
2

1
C  ще бъде по определение 







 a
e

k

kkk
CCC 22

42
2

2

22
2

22
2

22
2

2

1
2

1
22

1
)(

])(4[16
ImRe






 












 aa
e

k

kkk
e

k

kkkk
22 2

42
2

2

4
2

2
2

242
2

2
2

42
2

2

4
2

2
2

242
2

22
2

2

)(

]2[16

)(

]24[16 
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e

k

k

e
k

k
e

k

kk
222 2

2

2

2
2

2

2

22
2

2

2
2

2
2

42
2

2

22
2

22
2

2 16

)(

16

)(

)(16 









 













 








 . 

 И така 
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(23) 
a

означаваме

a
eDe

k

k
T 22 2

0
2

2

2

2

16 


















 , 

където  E
m

k
2

2


 ,  а ][

2
22

EU
m




 , така че 

 










 




















 


















E

EU

E

EU

EU

E

EU

E

E

EU

EU

E

k

k
D

2

161616
22

2

2

0





 




























 





22222 )(22

)(16

)(

)()(2

16

2

16

EUEEUE

EUE

EUE

EUEUEE

E

EU

EU

E
 

2222

)(16

22

)(16

U

EUE

EEUUEEU

EUE 





 , т.е. 

(24) 
20

)(16

U

EUE
D


 . 

С отчитане на представянето за 
2

  формулата (23) 

за коефициента на пропускане придобива следния 

окончателен вид 

(25) 
)(2

2

0

)(
2

2

0
2

0

2
2

EUm
aEU

m
a

a
eDeDeDT




 
. 

 За потенциален бариер с произволна форма горната 

формула се обобщава така: 

 (26) 





b

a

dxExUm

eDT
])([2

2

0


. 

 

Задача : Частица с маса m  се намира в едномерна потенциална яма с крайна 

дълбочина 

 









],0[,0

],0[,
)(

0

ax

axU
xU ,   00 U  

Да се определят възможните енергетични състояния (енергетичния спектър) и 

вълновата функция на частицата в потенциалната яма. 

 Решение:  

А) Нека най-напред разгледаме случая 0E , т.е. EE  , но UE  . 

Състоянието на частицата в потенциалната яма се описва със СУШ 

 (2) )()(ˆ xExH   , 

което за едномерния случай, който разглеждаме, има вида 

 (3) )()()(
2 2

22

xExxU
dx

d

m
 











. 

„Разписваме” уравнението (3) за всяка от трите области: 

 А) За областта 1, където 0U : 

 



 59 

 (4
а
) 

12

1

22

2



E

dx

d

m



,  т.е. 0

1

2

2

1

2

 


k
dx

d
,  

където iE
m

iE
m

E
m

k 
222

2
}{

22


. 

 Б)  За областта 2: 

 (4
б
) 

2202

2

22

2



EU

dx

d

m



,  т.е., 0)(

202

2

2

 


UE
dx

d
, 

откъдето следва уравнението 

 0
2

2

22

2

2

 


k
dx

d
,  в което ][

2
022

UE
m

k 


. 

  

В) За областта 3, аналогично за областта 1, имаме при 0U  

 (4
в
) 

32

3

22

2



E

dx

d

m



,  т.е. 0

3

2

2

3

2

 


k
dx

d
, където отново E

m
ik

2

2


 . 

 

 Нека решим тези ЛОДУ от II ред (4
а, б, в

), които са от типа „уравнение на 

хармоничен осцилатор”: 

 (а) решението на (4
а
) може да бъде представено във вида 

  xxxiixiixkixki eAeAeAeAeAeAx  21
)(

2
)(

1211 )(   , за 0x . 

Лесно се вижда, че при x  функцията )(
1

x  е разходяща, т.е. )(
1

x  поради 

присъствието на члена xeA 

1
. Ето защо, за да осигурим ограничеността на вълновата 

функция в безкрайност, следва да приемем 0
1
A , с което решението в първата област 

добива вида 

 (5
а
) 

xEm
x AeAex

2
1

1 )(   . 

 

(б) решението на (4
б
) е 

 (5
б
) 

xkixki
eBeBx 22

212 )(


 ,  за  ax 0 . 

 

(в) решението на (4
в
) е 

 (5
в
) xxxiixiixkixki eCeCeCeCeCeCx  21

)(
2

)(
1213 )(   , за  ax  , 

но при x  се вижда, че )(
3

x  поради присъствието на члена xeC 

2
, затова 

трябва да приемем 0
2
C , при което решението (5

в
) ще добие вида 

 (6) 
xEm

x CeCex
2

1

3 )( 


   , за  ax  . 

 Неизвестните коефициенти CBBA ,,,
21

 определяме от условието за „съшиване”  

(условието за непрекъснатост на вълновата функция и на първата й производна в двете 

гранични точки 0x  и ax  ). 

 I. Прилагане на граничните условия в т. 0x : 

 (7) 
0201 


xx

 ,   21
BBA  . 

  
0

2

0

1




xx dx

d

dx

d 
,  т.е. 

2212
BikBikA   , 
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 (8) )(
212

BBkiA  . 

 

 II. Прилагане на граничните условия в т. ax  : 

 (9) 
axax 


32

 , т.е. 

 (10) 
aakiaki

eCeBeB 
 121

22 . 

  
axax dx

d

dx

d



 32


,  т.е. aakiaki
eCeBikeBik  

 22
2212 . 

 (11) 
aakiaki

eCeBeBki  
 }{ 22

212 . 

 И така получихме хомогенна система от 4 уравнения – (7), (8), (10) и (11) – за 4 

неизвестни. Тя може да бъде записана във вида: 

 (12) 

A

A

A

A

.0

.0

.

.1











12

1

12

1

2

2

.1

Beik

Be

Bik

B

aik

aik









12

2

22

2

2

2

.1

Beik

Be

Bik

B

aik

aik













Ce

Ce

C

C

a

a

.

.

.0

.0





 

  









  

0

0

0

0

, 

или в матричен запис 

 (13) 













































































0

0

0

0

0

0

0

0111

2

1

22

22

22

22

C

B

B

A

eeikeik

eee

ikik

aaikaik

aaikaik








 

 Тази система от уравнения е хомогенна, и следователно има нетривиални 

решения само ако детерминантата й е равна на нула, т.е. 0 . Нека пресметнем тази 

детерминанта, като я развием по елементите на първия стълб 


























aaikaik

aaikaik

aaikaik

aaikaik

eeikeik

eee

eeikeik

eee

ikik













 22

22

22

22

22

)12

22

22
11

011

)1(

0

)1.(1  

… вадим (
ae 
) от третите стълбове на двете детерминанти, и (

2
ik ) от първата … 






















aaikaik

aaikaika

aikaik

aikaika

eeikeik

eeee

eikeik

eeike
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22

22

22

2222

2

011

)1)((1

011

))((  


 }{}{ 2

2

22

2

22

2

22

2

2

2

aikaikaikaikaaikaikaikaika eikeeikeeeikeeikeeik    


 }{}{ 2

2

222

2

2222

2

2

2

22

2

2

2

aikaikaikaikaaikaikaikaika eikeeikeeekeikekeike    


 }{ 2

2

222

2

2222

2

2

2

22

2

2

2

aikaikaikaikaikaikaikaika eikeeikeekeikekeike   

}][]{[]}2[]2[{ 22

2

22

2

2

2

2

2

22

2

2

2

2 aikaikaaikaika eikeikeikkeikkee
     

И така доказахме, че 

(14) }][]{[ 22 2
2

2
2

aikaika eikeike
   . 

Тази детерминанта трябва да е равна на нула, и понеже 0 ae  , то остава 

изразът в скобите да е равен на нула, т.е. 

(15) 0][][ 22 2
2

2
2 

 aikaik
eikeik  ,  
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или още 

aki
e

ik

ik
22

2

2

2 















, откъдето след коренуване получаваме 

(16) )sin(cos 22
2

2 2 akiake
ik

ik aik









. 

Нека обособим Re  и Im  част в лявата страна на (16): 

2
2

2

2
2

2
2

2

2
2

2

2

2

2

2

2 )(

)(

)(

k

ik

ik

ik

ik

ik

ik

ik

ik

ik












































, т.е. 

)sin(cos
2)(

222
2

2

2
2

2
2

akiak
k

kik









. 

От приравняването на Re  и Im  части на двете страни в горното равенство, 

получаваме 

(17) ak
k

k
22

2

2

2

2

2

cos
)(









,   и  (18)  ak

k

k
22

2

2

2 sin
2





, 

където  

 (19) ][2
1

][
2

0022
EUmUE

m
k 


, понеже 0E , 

 (20) iEm
i

E
m

E
m

k  2}{
22

22 
,  където Em2

1


 . 

 Нека сега разгледаме най-напред подслучая на безкрайно-дълбока потенциална 

яма, т.е. случаят 

 (21) 
0

U , 

откъдето веднага следва, че и 
2

k . Тогава от (18) получаваме 

 (22) 0
1

222
2

sin
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2








kk

k

k

k

k

k
ak 







, 

следователно щом 0sin
2
ak , то 

 (23) nak 
2

, ,....3,2,1n  

 *Забележка: стойността 0n  се пропуска, понеже при 0n  бихме имали 

0
2
k , т.е. EU 

0
, което противоречи на допускането 

0
UE  , което сме направили 

в случая, който разглеждаме. 

 Ако от (23) изразим 
2

k  и заместим в (19), получаваме 

 (24) 
a

n
EUm


 ][2

1
0


, 

откъдето 

 
2

22

02
][

2

a

n
EU

m
n





,   

02

222

2
U

ma

n
E

n



, т.е. 

 (25) 
02

222

2
U

ma

n
E

n



,    енергията на частицата се квантува. 
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 За същия този подслучай ( 
0

U ) собствените функции, т.е. вълновите 

функции вътре в потенциалната яма ax 0 , се дават с (5
б
), като се вземе под 

внимание (23) 

 (26) a

x
ni

a

x
ni

eBeBx





 212 )( , за  ax 0 . 

 Извън потенциалната яма вълновата функция „затихва” експоненциално, защото 

  xAex  )(1 , и  0
1

lim)(lim 1 
 e

AeAx
x

x

x

 , 

  xCex  )(3 , и  0
1

lim)(lim 3 




 e
CeCx

x

x

x

 . 

 
 

 Тема: Точни решения на уравнението на Шрьодингер в КМ 

 

 
Задача : Да се определят енергетичните нива на симетричен ротатор (въртящо 

се тяло с маса m  със свободна ос). 

Решение: изхождаме от СУШ 

(1)  EH ˆ . 

Понеже constU  , можем да приемем (да считаме) 0U , следователно 

(2)  E
m


2

2
. 

В сферична КС (  ,,r ) с начало в неподвижния център на въртящата се частица 

очевидно 

(3) 0
),,(






r

r 
, 

следователно лапласовият оператор 

 (4) 
 ,2

1


r
r

 

Ще действа върху вълновата функция ),,(  r  само посредством ъгловата си 

компонента 
 ,

 , т.е. 

 (5) ),,(),,(
1

2
,2

2




rEr
rm




  









2

22
.



mr
. 

 Така получаваме уравнението 

 (6) 0
,

 


, 

където 

 (7) E
I

E
mr

22

2 22


 . 

В горната формула с 2mrI   е означен инерчният момент на въртящия се ротатор. 

Нека отбележим, че при 1r  вълновата функция ),,(  r , удовлетворяваща (6), е 

нормирана върху единичната сфера 
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 (8) 1sin
22

0 0

  


dd . 

 Очевидно уравнението (6) за собствените стойности и собствените функции има 

вида 

 (9) 0
)

sin

1)
sin

sin

1
2

2

2

































. 

Правим разделяне на променливите чрез полагането  

(9) )().(),(   ,  

където )(  и )(  са функции на   и   съответно: 

(10) 0)().()().(
sin

1
)().(sin

sin

1
2

2

2































. 

Умножаваме двете страни на (10) с 
)().(

sin 2






 

(11) 0sin
)(

)(

1)(
sin

)(

sin 2

2

2







































, 

или още 

 (12) 

  
)(

2

2

2

)(

2 )(

)(

1
sin

)(
sin

)(

sin



















ff

m
























, 

където m  - константа на разделянето. Така получаваме две ДУ: 

 (13) 0)(
)( 2

2

2








m

d

d
, и 

 (14) 22sin
)(

sin
)(

sin
m

d

d

d

d








 












 




2sin

)(
 , т.е. 

 (15) 0)(
sin

)(
sin

sin

1
2

2

















 












m

d

d

d

d
 

Уравнението (13) за )( притежава решения  imeC.)(  , които се нормират по 

отношение на азимуталния ъгъл   с равенството 

 (16) 
mn

inim

nm
deed 






2)()(
2

0

2

0

*  


. 

 Така се доказва, че 

(17)  



 ime.

2

1
)(  . 

Решението на другото уравнение (15) може да бъде намерено с полагането 

cosz , т.е.  ddz sin , където 11  z , като за целта то най-напред се записва 

във вида 

(18) 0)(
sinsin

)(
sinsin

sin 2

2




































m

d

d

d

d
, 

с което то добива вида 
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 (19) 0)(
1

)(
)1(

2

2

2 

















 
 z

z

m

dz

zd
z

dz

d
 . 

 Това уравнение при  

(20) )1(  ll  за ,..2,1,0l ,  

където с l  е обозначено т.нар. орбитално квантово число,се нарича присъединено 

уравнение на Лежандър и неговите решения се дават с присъединени функции на 

Лежандър 

 (21) )()1()( 22 zP
zd

d
zzP

lm

mm

m

l
 ,  

където )(zP
l

 са полиноми на Лежандър, т.е. 

(22) )(cos)(  m

l
P  при lm ,.....,2,1,0  за ,..2,1,0l  

 Присъединените функции на Лежандър могат да бъдат нормирани, като се 

използва условието за ортогоналността им 

 (23) 
//

1

1 !)(

!)(

12

2
)()(

ll

m

l

m

l
ml

ml

l
dzzPzP 












, 

следователно  

 (24) )(cos
!)(

!)(

2

12
)(  m

l
P

ml

mll




 . 

 Произведението от ортонормираните функции )(  и )(  определя сферичните 

функции на Лаплас ),(),(  Y  които, с отчитане на нормировъчните множители, 

добиват вида 

(25) 
 


 imm

llm

imm

l
ePNeP

ml

mll
Y )(cos

2

1
)(cos

!)(

!)(

2

12
)().(),( 




 , 

където 
!)(

!)(

4

12

ml

mll
N

lm






е нормировъчен множител. 

 С отчитането на (7) и (20) получаваме, че енергията на ротатора се квантува: 

 (26) )1(
2

2
 llE

I
ll



, 

откъдето следва 

 (27) )1(
2

2

 ll
I

E
l


 за ,..2,1,0l .,  

като очевидно 0l  отпада. Вижда се, че в спектъра на симетричния ротатор има 

( 12 l )-кратно израждане. 

 
 Задача : Да се реши уравнението на Шрьодингер за линеен хармоничен 

осцилатор. 

Решение: 
 Класическият линеен хармоничен осцилатор е квантовомеханична система с 

една степен на свобода, движеща се под действието на еластична сила xkF . . И 

понеже по дефиниция 
dx

xdU
F

)(
 , то силовият потенциал, в полето на който се 

колебае осцилаторът, може да бъде определен от диференциалното уравнение 



 65 

xk
dx

xdU
.

)(
 , решението на което се дава с 2

2

1
)( kxrU  . Силовата константа k  може да 

бъде определена по следния начин: колебанията на хармоничен осцилатор се описват 

най-често с простопериодичен закон за движение )cos()( 0  tAtx , следователно 

xmxmF 2  . От сравняването с xkF .  следва, че 2mk  . По този начин 

изразът за потенциала добива вида 222

2

1

2

1
)( xmkxrU  , а класическата хамилтонова 

функция на хармоничния осцилатор ще бъде: 

 (1) 
22

222 xm

m

p
Hкл


 . 

 Класическият хамилтониан (1) не зависи от времето. За да намерим 

стационарните вълнови функции и енергетичния спектър на осцилатора, решаваме 

едномерното стационарно уравнение на Шрьодингер, което се явява уравнение за 

собствените функции и собствените стойности на  оператора на Хамилтон 

 (2) 
2

ˆ

2

ˆˆ
222

xm

m

p
H x 

 , 

където 
dx

d
ipx ˆ  и xx ˆ  са оператори на х-проекцията на импулса и на координатата 

съответно. При това очевидно 
2

2
222 )ˆ(ˆˆ

dx

d

dx

d

dx

d

dx

d
i

dx

d
ippp xxx  

















 . 

След тяхното заместване в (2) операторът на Хамилтон се представя във вида 

 (2
а
) 

22
ˆ

22

2

22 xm

dx

d

m
H





. 

 Така задачата за квантовомеханичния линеен хармоничен осцилатор се свежда до 

решаването на стационарното уравнение на Шрьодингер 

 (3) )()(ˆ xExH   , 

което, след заместване на Ĥ  от (2
а
) в (3) добива вида 

 )()(
2

)(

2

22

2

22

xEx
xm

dx

xd

m






  










2

2
.



m
,   или още 

 (4) 0)(
2

)(
)(

22

222

2

2

 xE
m

x
xm

dx

xd





. 

 Уравнение (4) е линейно хомогенно ОДУ от II ред с непостоянни коефициенти. 

Удобно е то да се преобразува чрез подходящи полагания. Нека най-напред отбележим, 

че величината 


m
 има размерност ][ 2m . Тогава величината 



m
x 0  ще има 

размерност ][ 1m . Затова е удобно в (4) да въведем безразмерна величина  , полагайки 

xx0 , или x
m

.



  , т.е. 22 .x

m




  , следователно 



 m

dx

d
  и можем да 

извършим смяна на променливата в (4). За целта трябва да изразим 
2

2 )(

dx

xd 
 чрез  : 



 66 

 








d

dm

dx

d

d

d

dx

d


 ; 

 













































dx

d

d

dm

d

d

d

dm

dx
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 . 

 С така намереното представяне 
2

2

2

2 )()(





d

dm

dx

xd


  заместваме в (4) и 

получаваме уравнението 

 0)(
2

)(
)(

2

2

2

2

 





E

mm

d

dm


 









m


.  

   0)(
2

)(
)( 2

2

2

 









E

d

d
 

 Въвеждаме означението  

 (*) 





E2
,  

където  - безразмерен параметър. Така в новите означения стационарното уравнение 

на Шрьодингер добива вида 

 (5) 0)()(
)( 2

2

2

 




d

d
. 

 Уравнение (5) е ЛХОДУ от II ред с непостоянни коефициенти. Функцията )(  

трябва да бъде еднозначна и ограничена за всяка стойност на  , в т.ч.  . Нека 

намерим „асимптотично” решение на (5) при  . При големи стойности на   

очевидно 2 , следователно (5) ще добие вида 

 (6) 0)(
)( 2

2

2

 
 




d

d
. 

Характеристичното уравнение 022   има два корена  1  и  2 , така че 

общото решение на (6) ще се представи във вида 

 (7) 
22

21
2121)(  

  eCeCeCeC  

 Но решението със знак „+” в експонентата се изключва, защото неговото 

присъствие води до разходимост на вълновата функция при  . Така решението в 

този случай се представя във вида 

 (8) 
2

)(  
 Ce . 

 Ето защо, отчитайки (8), в общия случай при   е логично да търсим 

решение от вида 

 (9) )(.)(
2

  fe a , 

където )(f  и a  са съответно функция и константа, подлежащи на определяне. 
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 За да бъде решение, функцията (9) трябва да удовлетворява (5) тъждествено. За 

да проверим дали и кога това е възможно, трябва да определим 
2

2 )(





d

d
: 

 
22

.)(2.
)(  







 aa efae
d

fd

d

d   ; 
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.)(2.
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2
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d

d

d

d

d

d

d
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  22222

.)(.)2(
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.2.)(2.
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 aaaaa efae
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d
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d

fd
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.)(.4)(2
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)( 22

2

2









 aefafa
d

df
a

d

fd 








  

 С така намерената производна 
2

2 )(





d

d
 заместваме в (5) и получаваме 

 0)(.)(.)(.4)(2
)(

.4
)( 22 222

2

2









   








 aa efefafa
d

df
a

d

fd
,  

откъдето (след деление с  
2ae ) получаваме 

 0)(.)()(.4)(2
)(

.4
)( 222

2

2

 








ffafa

d

df
a

d

fd
,  

или още 

 (10) 0)(.})14(2{
)(

.4
)( 22

2

2

 








faa

d

df
a

d

fd
. 

 Нека в горното уравнение изберем константата a  по такъв начин, че 

коефициентът )14( 2 a  пред 2  да стане равен на нула. Очевидно това е възможно, ако 

 (11) 
2

1
a . 

 При тази стойност на a  уравнение (10) добива вида 

 (12) 0)(.)1(
)(

.2
)(

2

2

 








f

d

df

d

fd
. 

 Ако в това уравнение за )(f  заменим формално ( 1 ) със n2 , т.е положим 

 (13) n21 , 

то придобива вид, идентичен с този на полиномите на Ермит  

 (14) 0)(.2
)(

.2
)(

2

2

 








fn

d

df

d

fd
. 

 Следователно решението на (14), респективно (12) се дава с полиноми на 

Ермит, т.е. )()(  nHf  . Следователно стационарните вълнови функции на 

осцилатора, съгласно (9), ще се представят във вида 

 (15) )(..)(..)( 2

2

2






nn
a

nn HeCfeC


  , 

където nC  са нормировъчни константи. 
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 От (15) се вижда, че вълновите функции )( , описващи осцилатора, се 

определят единствено от числото „ n ”. Ще докажем, че и енергията на осцилатора 

зависи единствено от „ n ”. Следователно „ n ” ще има смисъл на главно квантово 

число. 

 Нека определим собствените стойности (енергетичния спектър) на осцилатора. 

Както вече видяхме в (13) безразмерният параметър 12  n  , т.е. той зависи от 

главното квантово число. Оказва се, че подобен извод може да бъде направен и за 

енергията E  на линейния хармоничен осцилатор, понеже щом 





E2
 , а n  , то 

очевидно и nEE  , т.е.  изпълнено е 

 





n
n

E2
 ,  

откъдето, отчитайки че 12  nn , получаваме 

 









2

1
)12(

22
nnE nn 








, 

с което доказахме, че 

 (16) 









2

1
nEn  . 

 Коментар на (16): Очевидно енергетичният спектър на хармоничния осцилатор е 

дискретен. Най-ниска е енергията при  0n  
2

0


E , която е прието да се нарича 

„енергия на нулевите колебания на осцилатора”.  

 От (16) следва още, че енергетичните нива на осцилатора са еквидистантни, 

понеже имат разлика в своите енергии точно  . Следователно за да премине 

осцилаторът в по-високоенергетично (възбудено) състояние, е необходимо той да 

получи („отвън”) енергия, кратна (или равна) на  . 

 Резюме: За всяко „ n ” има единствена енергия nE , определена от (16), на която 

съответства единствена (т.е. няма „израждане”) вълнова функция )( n , определена от 

(15). 

 За да определим нормировъчната константа nC  в (15), ще използваме, че 

полиномите на Ермит образуват пълна ортонормирана система от функции в интервала 

);(   с тегло 
2e .  Условието за ортонормираност на полиномите на Ермит може 

да бъде записано във вида 

 (17)   mn
n

mn ndHHe  !2)().(.
2






 . 

 Нека приложим условието за нормировка на вълновата функция )(x , като 

отчетем още, че по полагане xx0 , където 


m
x 0 , следователно 

0x

d
dx


 : 

  









x

d
x

dxx 1)()(
1

)( *

0

2



 ,  т.е.  
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 Ако вземем под внимание, че интегралът в горното равенство може да се изрази с 

помощта на условието за ортонормираност на полиномите на Ермит (17) за случая 

nm   , ще имаме 

 1)!2(
1 2

0

nC
x

n
n ,  

откъдето получаваме равенството 

 (18) 
!2

1

!2

1
40

n

m

n
xC

nnn





 . 

 Накрая, отчитайки горното, както и това, че по полагане x
m

.



  , както и че 

2
2

22
x

m




 , можем да запишем (15) във вида 

 (19) 













x
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n

m
x n

x
m

nn ...
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1
)(
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 - нормирани стационарни 

вълнови функции на осцилатора. 

 

 

 Задача : Да се реши уравнението на Шрьодингер за движение на електрон в 

кулоново поле (поле с кулонов потенциал). 

 Решение: 

  А) Постановка на задачата: Движението на електрон ( e ) във водороден атом 

представлява движение на заредена частица в поле с централна симетрия. Когато 

пълната енергия на частица в силово поле е 0E , движението на тази частица е 

неограничено (инфинитно), т.е. между частицата и силовия център липсва свързано 

състояние. Но когато пълната енергия на частицата (електрона в полето на ядрото) е 

0E , то движението на електрона е ограничено (финитно) в областта maxmin rrr
e
  . 

Ще разглеждаме само финитните движения (състояния) на електрона в атома на 

водорода. Оказва се, че за 0E  тези състояния имат дискретен енергетичен спектър. 

 Между електрона и положително зареденото ядро действа кулонова сила на 

привличане, отговаряща на кулонов потенциал 

 (1) 
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 . 

 Тогава за водородния атом ефективният потенциал ще бъде 
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, 

а радиалното уравнение на Шрьодингер  
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след заместване на )(rUeff  ще добие вида 
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Ако за удобство означим 
0

0
4
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k , то 
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 Нека отбележим, че в приведените по-горе формули величината „m ”  означава 

приведена маса. 

 Б) Решаване на РУШ (радиалното уравнение на Шрьодингер) 

 Нека най-напред представим уравнение (5) в „безразмерен” формат. За целта 

нека определим размерността на величината 

 (6) 
2
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0
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 За целта използваме, че 
2
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следователно 
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 Тогава очевидно величината 
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ще има размерност mx ][
0

. Нека тогава положим 

 (9) 
0

xx  , 

където величината   е безразмерно „разстояние”. Извършваме смяна на променливите 
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с което уравнение (5) добива вида 
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, или още 
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 Нека в (10) въведем обозначението 
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 (11) 
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 , 

с което то добива вида 
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 Логично е решението на РУШ (12) да търсим във вида 

 (13) )().()(
0




 uuu  за 0  и  , 

където: 

  )(
0
u   - частно решение на (12) при 0 ; 

  )(


u  - частно решение на (12) при  . 

 Нека най-напред намерим „асимптотичните” решения )(


u  и )(
0
u : 

 А) При   уравнението (12) добива вида 

 (14) 0)(
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d
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. 

 Корените на характеристичното уравнение 02   на горното ЛХОДУ са 

 
2,1

. И понеже разглеждаме атом (т.е. свързано състояние на ядро и електрон, и 

имаме финитно движение), то очевидно 0E , следователно 0
2

2

2

0 


Emx
 , т.е.   . 

Така корените на характеристичното уравнение 

   )(
2,1

,  т.е.   1    и   2  

се оказват реални величини, и двете частни решения на (13) могат да се представят във 

вида 

 (15
а
) 


 1

1)( eu  , и (15
б
) 


 2

2)( eu  . 

 Първото от двете отхвърляме като разходящо при  , следователно остава 

второто 

 (16) 



 



  eu


)( ,  където   . 

 

 Б) При 0  в уравнението (12) доминира членът 
2

)1(



ll
, и то добива вида 

 (17) 0)(
)1()(

022
0

2




 



u

ll

d

ud
. 

 При 0  очевидно 

 (18) 0)()1(
)(

02
0

2
2  




 ull

d

ud
. 

 Това е ЛХОДУ от II ред с непостоянни коефициенти от типа „уравнение на 

Ойлер”, което се свежда до ЛХОДУ с постоянни коефициенти посредством полагането 

 (19)   e , при което  ded  . 

 Както вече бе показано в предходна задача при това полагане диференциалните 

оператори се променят както следва 
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d

d
e

d

d
  и 




















d

d

d

d
e

d

d
2

2
2

2

2

. 

 В следващите разглеждания трябва да се има предвид обстоятелството, че при 

направеното полагане (18) случаят   0 . Така получаваме 

  0)()1()( 002

2
22

2















 







 ullu
d

d

d

d
ee , или още 

 (20) 0)()1(
)()(

0
0

2
0

2

 







ull

d

ud

d

ud
. 

 Характеристичното уравнение на това ЛХОДУ с постоянни (вече) коефициенти 

има корени 

 (21
а
) l1   и (21

б
) )1(2  l . 

 С отчитане на полагането   e (т.е.  ln ) двете частни решения на (20) се 

записват съответно във вида 

 (22) 
1lnln)1()1(

0

lnln
0

1
2

1

)(

)(













lll

lll

l

l

eeeeu

eeeeu









. 

 От тези две частни решения при 0  неразходящо е само второто, което ни 

дава основание да запишем, че решението за разглеждания случай 0  е 

 (23) 1

0

0 )( 



 lu 




. 

 Заместваме с така намерените решения (16) и (23) в (13) 

 (24)  
  euuu l 1

0 )().()( ,  

или още 

 (25)   efu l 1)()( , 

където )(f  е функция, подлежаща на определяне. Нека изразим 
d

du
 и 

2

2

d

ud
, и ги 

заместим в (12): 

  


  efelfe
d

df

d

du lll 11 )1( . 

   











e

d

df
le

d

df
e

d

df
le

d

fd

d

ud llll )1()1( 11

2

2

2

2

 

    


 e
d

df
eflefll lll 11 )()1()()1(  

     efefl ll 12 )()()1(  

 

   








e
d

df
e

d

df
le

d

fd lll 11

2

2

2)1(2  

 
    efefllefl lll 121 )()()1()()1(2 . 
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 Заместваме така намерената производна 
2

2

d

ud
 в (12), т.е. в 

0)(
)1(2)(

22

2








 
 







u

llZ

d

ud
,  

като същевременно съкращаваме 0e : 

  )()()1()()1(22)1(2 12111

2

2










ffllfl
d

df

d

df
l

d

fd llllll  

0)(
)1(2 1

2








 
  


 f

llZ l , или още 

0)(
)1(

2
)1(

)1(2]2)1(2[ 21

2

2








 



 











f

ll
Z

ll
l

d

df
l

d

fd lll

 След съкращения и разделяне с 0l  получаваме 

 (26) 0)(]2)1(2[]2)1(2[ 2

2

2

 





 fZl
d

df
l

d

fd
. 

 Тук можем да отчетем още, че съгласно (16)  2 , следователно  2 , с 

отчитането на което (26) добива вида 

 (27) 0)()]1(22[]2)1(2[
2

2

 





 flZ
d

df
l

d

fd
. 

 Нека в (27) положим 

 (28)  2 , т.е. 





2
 , следователно 






2

d
d  . 

 С направеното полагане изразяваме диференциалните оператори 

  



 d

d

d

d
2 , и 

2

2
2

2

2

)2(22









 d

d

d

d

d

d

d

d

d

d

d

d


















 . 

 След заместване в (27) получаваме 

 (29) 0)()]1(22[
)(

)2](22[
)(

)2(
2 2

2
2  














flZ

d

df
l

d

fd
, 

или още 

 (30) 0)()]1([2
)(

)2](1)12[(
)(

2
2

2

 








 flZ

d

df
l

d

fd
. 

 Ако разделим двете страни на това уравнение с 2 , получаваме 

 (31) 0)()1(
)(

]1)12[(
)(

2

2







 









 fl

Z

d

df
l

d

fd
. 

 Нека положим 

 (32) n
Z



. 

Тогава 

 (33) )12()()1()()1()1(  llnlllnlnl
Z


. 
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 Заместваме (33) в (31) 

 (34) 0)()]12()[(
)(

]1)12[(
)(

2

2

 








 flln

d

df
l

d

fd
. 

 Уравнение (34) е от типа уравнение за присъединените полиноми на Лагер, 

имащо вида 

 (35) 0)()(
)(

)1(
)(

2

2

 xWan
dx

xdW
xa

dx

xWd
x . 

Решението на (35) се дава с присъединените полиноми на Лагер 

(36) )()()( xL
dx

d
xLxW na

a
a
n  , 

където 

 (37) )(
!

)( xn

n

nx

n ex
dx

d

n

e
xL   

са полиноми на Лагер, удовлетворяващи уравнението 

 (38) 0)(
)(

)1(
)(

2

2

 xnW
dx

xdW
x

dx

xWd
x . 

 От приведената в (35), (36), (37) и (38) математическа справка става ясно, че 

решението на (34) се изразява именно чрез присъединените полиноми на Лагер. А още 

по-конкретно, от съотнасянето на (34) и (35) се установяват съотношенията 

 al  )12(   и nln  )( , 

следователно детайлизираното представяне за решението на (34) има вида 

 (39) )()(
12  


l
lnLf . 

 Щом това е така, следва да отчетем, че според (28)  2 , т.е. 





2
 , и 

следователно съгласно (25) ще имаме 

    efu l 1)()(    







 2

1

1

)2(
)()(







 efu
l

l

, т.е. 

 (40) )(..)( 1221 






 l

ln
l Leconstu . 

 Тогава  





)(
)(

u
R     )(.

2

)(
)( 122 
























 l

ln
l

nlnl LeA
u

R . 

 И така, решението на РУШ за водороден атом бе получено във вида 

 (41) )(.)( 122 







 l
ln

l
nlnl LeAR , 

където константата nlA  се определя от условието за нормировка на вълновата функция. 

 Остана да определим собствените стойности (енергиите) nE  на електрона във 

водородния атом. 
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 Съгласно полагането (32) n
Z



. Но съгласно (16)  2 ,  а според (11) 

2

2
02



Emx
 , където съгласно (8) 

2
0

2

0
0

1

emkz
x


 , а 

0
0

4

1


k . Обобщавайки всичко 

това получаваме 

 (42) 2

2

2

n
Z




, т.е. 2
2

n
Z

n




, 

където сме „индексирали” величината   поради очевидната й зависимост от „ n ”. По-

нататък следва 

 (43) 
2

2

n

Z
n  , т.е. (44) 

2

2

2

2
02

n

Z
E

mx
n 


,  

откъдето 

 (45) 
















22

42
0

2

4

42
0

22

2

2

2

2
0

2

2

2

2

2
0

2

2

2 1

22

1

22 n

ekmZekm

mn

Z

emk

mn

Z

mxn

Z
En








 

222
0

2

42

2

2

0
2

42 1

32

1

4

1

2 n

emZ

n

emZ

 









 . 

И така дискретният енергетичен спектър на електрона във водородния атом се 

дава с 

(46) 
222

0
2

4 1

32 n

me
En


 , 

където е отчетено, че за водороден атом 1Z . 

 При извършването на квантов преход от по-високо енергетично ниво nE  към по-

ниско енергетично ниво mE  се излъчва фотон с енергия  , т.е. 

 (47)  mn EE . 

 Ако заместим енергиите на двете енергетични състояния от (46), получаваме за 

честотата на излъчения фотон 

 (48) 





















222232
0

3

4 1111

6422 nm
R

nm

meEE mn

 


 , 

където с 

 (49) 
32

0
3

4

64 

me
R   

е означена т.нар. константа на Ридберг.  

 Нека се опитаме да установим, използвайки намереното решение на РУШ, как 

електронът (електронната плътност) е локализиран(а) в атома на водорода. Съгласно 

(41) )(.)( 122 







 l
ln

l
nlnl LeAR , където членът l  описва поведението на радиалната 

вълнова функция при 0 , а членът 2




e  - при големи разстояние. Следователно с 

отдалечаването от центъра на ядрото на водородния атом радиалната вълнова функция 
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се изменя като 2)(






 eRnl . Степенният показател в експонентата може да бъде 

представен по следния начин: според (28)  2 , т.е. 



2
, а съгласно (32) 

n

Z
 . 

Ако отчетем и това, че съгласно (9) 
0x

x
 , то очевидно 

n

Z

x

x

02



. Ако заместим това 

представяне за степенния показател в експонентата, получаваме 

 (50) 
x

nx

Z

nl eR 0)(


 . 

 Понеже плътността на вероятността се дава с 
2

)(nlR , то очевидно тази 

плътност ще бъде пропорционална на 

 (51) 
x

nx

Z

nl eR 0

2

2
)(



 . 

 Вижда се, че на разстояние 
Z

nx
r

2

0
0    плътността на вероятността намалява е-

пъти, следователно величината 0r  характеризира размера на атома на водорода. За 

атома на водорода ( 1Z ) в основно състояние ( 1n ) очевидно този размер е 

 (52) 
2

2
0

2

2
0

2
0

2
00

0

24

2

1

2

1

22 memeemk

x

Z

nx
r

 
 . 

 Нека направим числова оценка: при sJh .1063,6 34 , mF /1085,8 12
0

 , 

Ce 19106,1   и kgm 31101,9   по горната формула (52) получаваме 

 (53) 
o

A
me

r 25,0
2

2

2
0

0 


. 

 

Задача : Да се реши уравнението на Шрьодингер за частица с момент 0l , 

движеща се в поле с потенциал a

r

eUrU


 0)( , където 0,00  aU . 

Решение: Имаме стационарна задача (липсва зависимост от времето t ). 

Движението на частицата се извършва в поле с централна симетрия, следователно е 

удачно да представим вълновата функция в сферични координати 

(1) ),()(),,(  YrRr  ,   







20

0

0







 

За да намерим радиалната част )(rR на вълновата функция ),,(  r , трябва да 

решим радиалното уравнение на Шрьодингер 

(*) 0)(
2

)1(
)(

2)(2)(
2

2

22

2








 
 rR

rm

ll
rUE

m

rd

rdR

rrd

rRd 


,  
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в което членът )(
2

)1(
2

2

rU
rm

ll
ЦБ


 представлява т.нар. центробежна потенциална 

енергия. В случая 0
2

)1(
2

2




rm

ll
, понеже по условие моментът (орбиталното квантово 

число)  0l . След заместване на потенциала a

r

eUrU


 0)(  в (*), получаваме 

 (2) 0)(
2)(2)(

022

2













rReUE
m

rd

rdR

rrd

rRd
a

r


. 

 За да решим това уравнение, правим субституция в него, полагайки  

 (3) 
r

ru
rR

)(
)(  , 

което налага и производните 
rd

rdR )(
 и 

2

2 )(

rd

rRd
 да бъдат изразени чрез „новата” функция 

)(ru , а именно: 

 )(
1)(1)(
2

ru
rrd

rud

rrd

rdR
 ; 

 










 )(

2)(1)(1)(1
)(

1)(1)(
3222

2

22

2

ru
rrd

rud

rrd

rud

rrd

rud

r
ru

rrd

rud

rrd

d

rd

rRd
 

 )(
2)(2)(1
322

2

ru
rrd

rud

rrd

rud

r
 . 

Заместваме 
rd

rdR )(
 и 

2

2 )(

rd

rRd
 в (2) и получаваме 

 0
)(2

)(
1)(12

)(
2)(2)(1

022322

2






















r

ru
eUE

m
ru

rrd

rud

rr
ru

rrd
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r
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)(2

)(
2)(2
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2)(2)(1

0232322
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r

ru
eUE

m
ru

rrd

rud

r
ru

rrd

rud

rrd

rud

r
a

r


, или 

 0
)(2)(1

022

2













r

ru
eUE

m

rd

rud

r
a

r


   r.  

 (4) 0)(
2)(

022

2













rueUE
m

rd

rud
a

r


. 

 За да решим това ОДУ, правим смяна на независимата променлива, полагайки 

   a

r

e 2


 , 

откъдето определяме 


a
e

ard

d
a

r

2

1

2

1
2 



. Нека отбележим още, че тъй като 

2

2

2
2.

2 

























a

r

a

r

a

r

eee , то очевидно 2

00 UeU a

r




. 
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 За да извършим коректна смяна на променливата, трябва още да изразим 
2

2 )(

rd

rud
 

посредством  : 

   













d

ud

aad

ud

rd

d

d

ud

rd

rud )(

2

1

2

1)()()(









 , 

   



























rd

d

d

ud

ad

d

d
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2
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1
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d
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a

)()(

4

1 2

2

2

2
. 

 С така намерената втора производна 







 










d

ud

d
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ard

rud )()(

4

1)( 2

2

2

22

2

 

заместваме в (4), и отчитайки, че )()( uru  , а  2

00 UeU a

r




,  получаваме 

     0)(
2)()(
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1 2

02

2
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uUE

m

d

ud

d

ud

a 
, или още 

     0)(
2)(

..
4

1)(
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4

1 2

0222

2
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 uUE
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d

ud
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2
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.
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 (5) 0)(
818)(1)(
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u

mUamEa

d

ud

d

ud
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 Сравняваме уравнение (5) с уравнението на Бесел 

 (6) 0)(
1)(1)(

2

22

2

2









 











fq

d

fd

d

fd
. 

 Очевидно уравнение (5)   уравнение (6), ако означим (положим) 

   
2

0

2

2 8



mUa
  и 

2

2
2 8



mEa
q  , 

като следва да отбележим, че 02 q , понеже при финитно движение в поле с 

централна симетрия пълната енергия е отрицателна ( 0E ). 

 От представянето 
2

2
2 8



mEa
q   следва 2

2

2

8
q

ma
E


 , т.е. енергетичният спектър 

зависи от числото „ q ”,  и следователно този спектър е дискретен (енергията се 

квантува). 

 Нека продължим с намирането на радиалната вълнова функция на частицата, 

явяваща се решение на (5), т.е. (6) след направените полагания. Общото решение на 

уравнението на Бесел е линейна комбинация от функциите на Бесел )(qJ  и Нойман 

)(qN , т.е. 

 (7) )(.)(.)( 21  qq NCJCf  . 
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 Функцията на Нойман, обаче, има полюс (разходимост) при 0 , т.е. при r  

(понеже a

r

e 2


 ,   ae 20




 ). А тъй като искаме )(f  да е ограничена (т.е. 

неразходяща), то очевидно трябва да елиминираме присъствието на функцията на 

Нойман )(qN , т.е. трябва в (7) да приемем 02 C . Тогава решението на (6) ще добие 

вида 

 (8) )(.)()( 1  qJCuf  . 

 Отчитайки, че a

r

e 2


 , и тъй като по полагане радиалната част )(rR  на 

вълновата функция се изразява чрез )(ru  посредством равенството (3), а именно 

r

ru
rR

)(
)(  , т.е. )(.)( rRrru  , то ще имаме 

   )(.)(. 2
1

a

r

q eJCrRr


  , т.е. 

 (9) 
r

eJC
rR

a

r

q )(.
)(

2
1






. 

 При 0r  имаме  12 


a

r

e , следователно 
r

JC
R

q )(.
)0(

1 
 , откъдето следва, че 

за да има отношението 
r

J q )(
 крайна стойност при 0r , трябва 

 (10) 0)( qJ .  

 От равенство (10), знаейки нулите на функцията на Бесел )(qJ , и отчитайки, че 

2

0

2

2 8



mUa
  и 

2

2
2 8



mEa
q  , получаваме спектъра от енергетични стойности на 

частицата в полето с централна симетрия, имащо потенциал a

r

eUrU


 0)( . 

 

 Допълнения: 
 Д1) Опростен метод за получаване на РУШ: 

 (1)  EH ˆ , т.е. 

 (2)  EU
m


2

2
, 

 (3) 


EU
rmm

r


,2

22 1

22


. 

 Но операторът 

 (4) 2

,

2 L̂


 , 

където 2L̂  е операторът на квадрата на момента на импулса. Този оператор, както е 

известно, удовлетворява следното уравнение за собствените стойности и собствените 

функции  22ˆ LL  , т.е. 

 (5) 


2

,

2 L , 
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където с 2L  са обозначени собствените стойности на този оператор. Горното уравнение 

може да бъде записано още във вида 

 (6) 0
2

2

,
 




L
. 

Чрез полагането cosz ,  ddz sin  уравнение (6) може да бъде записано във вида 

 (7) 0)1(
2

2

2 
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 То се редуцира до уравнението за полиномите на Лежандър 

 (8) 0)1()1( 2 
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ако положим 

 (9) )1(
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, т.е. )1(22  llL  , 

откъдето, замествайки в (5), получаваме 
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2  ll . 

 Остава да заместим 
 ,

2   от (10) в (3), с което получаваме уравнението 
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 Умножаваме двете страни на (11) с 
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 Радиалното уравнение на Шрьодингер за вълнова функция )()( rRr  се записва 

(по пълно подобие на (13)) във вида 
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 Ако сравним радиалното уравнение на Шрьодингер (14) с едномерното 

стационарно уравнение на Шрьодингер (13), ще открием много голяма (но все-пак 

формална) прилика. 

 

 Ако радиалната част на оператора на Лаплас се „разпише” във вида 
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 С полагането 
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в горното уравнение се елиминира присъствието на първата производна, и то са 

представя във вида 
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 Твърде често в литературата именно това уравнение се нарича РУШ. Решаването 

на това уравнение почти изцяло зависи от вида на потенциала. В КМ интерес 

представляват потенциали от вида 

 (19) 
r

CrU
1

.)(  , където 20   . 

 Нека изследваме РУШ (18) за потенциали от вида (19) в следните два екстремни 

случая: 

 а) r , 

 б) 0r  

 I. Случай а) При r  лесно се вижда, че както центробежния потенциал 

2

2 1

2

)1(

rm

ll 
, така и силовия потенциал (19) клонят към нула, следователно уравнение 

(18) добива вида 
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 Нека разгледаме следните два частни подслучая: 

 а.1) 0E  

 В класическата механика това е случай на инфинитно движение. Ще покажем, че 

същата ситуация е налице и в квантовата механика. Действително, полагайки 

 (21) 
2

2 2



mE
k  , 

получаваме ОДУ на хармоничен осцилатор 
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общото решение на което се дава с 

 (23) )sin(.)(
0

 krAru , или 

 (24) )sin(.
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)(
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A
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rR , 

където A  и r  са две интеграционни константи. Очевидно радиалната вълнова функция 

е затихваща, но осцилираща дори в безкрайността функция, което означава, че 

вероятността да намерим частицата в   е 0  (инфинитно движение). 

 а.2) 0E , т.е. EE  . 

 Това би следвало да бъде случай на финитно (пространствено-ограничено) 

движение. Действително, в този случай можем да положим  

 (25) E
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2 22
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Тогава (20) добива вида 
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Характеристичното уравнение на това ЛХОДУ от втори ред има два корена:  . 

Тогава общото решение се представя във вида 

 (27) rr eCeCru  
21

)( , или още 

 (28) rr e
r

C
e

r

C

r

ru
rR   21

)(
)( . 

 Понеже при r  членът re
r

C 1 , с което се нарушава изискването за 

ограниченост на вълновата функция в безкрайност, следва да приемем 0
1
C , с което 

решението (28) добива вида 

 (29) re
r

C
rR )( . 

 При тези обстоятелства се оказва, че при r  очевидно 0)( rR . Очевидно 

радиалната вълнова функция е бързо затихваща, което означава, че вероятността да 

намерим частицата в   е 0  (финитно движение). 

 

 Нека разгледаме и другия екстремален случай 
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неограничено, но все пак доминира първият от тях, понеже
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където 20  . При тези обстоятелства РУШ (18) добива следния асимптотичен вид 
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 Това ОДУ има особена точка в 0r , но за всяко 0r  то се свежда до 

 (32) 0)()1(
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2  rull
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което е ЛХОДУ от втори ред с непостоянни коефициенти. Но то е от един „специален” 

тип, наречен уравнение на Ойлер, което чрез полагане  er  се свежда до ЛХОДУ с 

постоянни коефициенти, което се решава елементарно. Действително, нека направим 

смяна на променливата, като вземем под внимание, че dedr   
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 Заместваме в (32) 
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 Това вече е ЛХОДУ с постоянни коефициенти. Неговото характеристично 

уравнение 0)()1(2  rull  има два корена: l
1

  и )1(
2

 l . Тогава общото 

решение на (33) може да се представи във вида 

 (34)  )1(
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)(   eCeCu . 

 Но по полагане  er , т.е. rln , следователно 
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И така 
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 Но радиалната вълнова функция )(rR  трябва да бъде ограничена (неразходяща) 

при 0r , следователно трябва 0
1
C , с което решението на РУШ за този частен 

случай добива вида 

 (37) rCrR .)(   
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