
 9 

(8) k
B

A

B

A

B

A

B

A


3/

3/

2/

2/

1/

1/

0/

0/

, 

т.е. че 4-векторите A  и B  ( 3,2,1,0 ) са колинеарни както в K , така и в /K , с 

което доказахме, че действително свойството „колинеарност” е инвариантно 

свойство за 4-вектори. 

 

 Тема: Релативистична електродинамика 

        Теоретичен минимум 

  4-скорост:   





d

dX
u  ,   3,2,1,0 ,   където  

 
2

2

1
c

v
dtd    - собствено време,  

 ),( rctX



  -  4-радиус-вектор. 

      

























2

2

2

2

0

1

,

1

),(

c

V

V

c

V

c
uuu




,     
22 cuuu  

 . 

 

 4-вектор „енергия-импулс” (4-импулс):  

   
 umP .0 ,      3,2,1,0      ),( 0 ppP


 ,     

    







 p

c

E
P


, ,     където         Vm

c

V

Vm
p





0

2

2

0 .

1





 . 

  invcmp
c

E
pPP  22

0
2

2

2
2202 )(


   -  скаларен квадрат. 

   42
0

22 cmcpE  . 

 

  Енергия на релативистка частица:  

   0
22

02
0

22

2
0 .

1
..

1

.
E

cV

E
cm

cV

cm
E  





 ,      

2
00 .cmE  . 

   0

2

2

0 .

1

m

c

V

m
m 



  - релативистична маса на частица, зависеща 

от скоростта v


, с която тя се движи,  а  0m  - маса в покой. 

  
2

0 cmTE  ,      0
2

0
2

0 )1()1( EcmcmET   . 

 Сила на Лоренц:  )(. BVqEq
td

pd 
 . 

  Полезни съотношения: 

   )2(
1 2

0cmTT
c

p  ; 
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22

0
2 cmp

pc
v







; 

   
2

2
0

2

42
0 11

E

E
c

E

cm
cv   

 

Енергия E  и импулс p   на  -квант (фотон): 

    E ,     k
cc

E
p 





 . 

 

 

  Задача: Да се докаже представянето  TcmE  2
0 . 

 Доказателство: 
По определение:  

(1) 
x

cm

c

V

cm
E







1

1

2
0

2

2

2
0 ,  

където за удобство сме въвели обозначението  x
c

V


2

2

. Нека развием функцията 

x
xf




1

1
)(  в ред на Тейлър в околност на т. 00 x . Така )(xf  ще се представи във 

вида 

(2) n

n

n

x
n

f
xf 






0

)(

!

)0(
)( , 

където )0()(nf  са стойностите на n -тата производна на функцията )(xf  в т. 00 x . 

Нека определим поне първите две от тях: 

 0n    1
01

1
)0()0( 


f ; 

1n    
2323

)1(

)1.(2

1
)1.(

)1(

1

2

1
)(

xx
xf





    

2

1

)01(2

1
)0(

23

)1( 


f . 

Така очевидно получаваме 

(3) xxx
f

x
f

x
n

f
xf n

n

n

2

1
1....

2

1
1.....

!1

)0(

!0

)0(

!

)0(
)( 1

)1(
0

)0(

0

)(

 




 

С отчитането на (3) и на полагането 
2

2

c

V
x   изразът за енергията (1) добива 

вида 

(4) Tcm
vm

cm
c

v
cmcm

c

v
cm

x

cm
E 

















 2

0

2
02

02

2
2

0
2

02

2
2

0

2
0

22

1

2

1
1

1
. 

 

 Задача: Заряд q  с маса в покой 0m  се намира в покой в началото на КС. 

Върху заряда действа постоянно електрично поле, насочено по оста Ох. 
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Определете релативистичната скорост и изразете координатите на заряда 

(частицата) като функция на времето. 

Решение:  
Начални условия (при 0t ): 

(1) )0,0,0()0( 0pp


 ;  )0,0,0()0( 0rr


 ;  )0,0,0()0( 0VV


 . 

Полетата, действащи върху частицата, са 

(2) )0,0,(EE 


,  и  (3) )0,0,0(B


. 

Тогава силата на Лоренц, действаща върху заряда, ще бъде 

(4) )(. BVqEq
td

pd 
 , 

или по компоненти: 

 (5) Eq
td

pd x  ;   0
td

pd y
;   0

td

pd z . 

След интегриране на ОДУ (5) с отчитане на началните условия (1) ще имаме: 

 (6) tEqpx . ;   0 constpy ;  0 constpy . 

От друга страна релативисткият импулс се представя във вида (по компоненти): 

 (7) xxx Vmp .. 0 ;  yyy Vmp .. 0 ;  zzz Vmp .. 0 . 

След сравняването на равенства (6) и (7) получаваме 

 (8) tEqVm xx ... 0  ;  0yV ;   0zV . 

Решаваме първото от тях относно xV : 

 tEq

c

V

Vm

x

x .

1

.

2

2

0 



 2    















2

2
22222

0 1..
c

V
tEqVm x

x , 

 222

2

222
2

0
2

.
.

tEq
c

tEq
mVx 














 ,  222

2

222
2

0
2

.
.

tEq
c

tEq
mVx 














 , 

 222222222
0

2
.).( ctEqtEqcmVx  , откъдето след коренуване получаваме 

 (9) 2

1

22222
0 ).(..



 tEqcmtcEq
dt

dx
Vx ,  

като очевидно ctVx
t




)(lim , както би следвало и да се очаква. Интегрираме (9), 

което е ОДУ с разделящи се променливи 

 (10)  


1
2

1

22222
01 ).(..)()( CdttEqcmtcEqCdttVtx x  







  1
222

0

2

1
22222

0 ).(2

.

.
. C

tEqcm

tdcEq
Cdt

tEqcm

t
cEq  




 


1
22

1

222
01

222
0

2

2
).(]).([

2).(

).(

)(

1
.

2

.
CtEqdtEqcm

Eq

c
C

tEqcm

tEqd

Eq

cEq
 




1
222

01
2

1

222
0 ).(]).([

21

1

2
CtEqcm

Eq

c
CtEqcm

Eq

c
 







 

/
1

222
0 ).( CtEqcm

Eq

c
. 
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И така 

 (11) 






 

/
1

222
0 ).()( CtEqcm

Eq

c
tx , 

където интеграционната константа /
1C  се определя от началните условия (1), а 

именно: щом   0)0(
/

10
/

1
22

0 






  Ccm

Eq

c
Ccm

Eq

c
x , то очевидно cmC 0

/
1  , 

откъдето следва 

 (12) 






  cmtEqcm

Eq

c
tx 0

222
0 ).()( . 

 От уравнения (8) и от началните условия (1) получаваме още, че 

 (13) 0)( ty , и   0)( tz . 

 

 Задача (зад. 320/стр. 52) Коя от величините за частица с маса в покой 0m  

е най-голяма: 

 а) 
2

2
0Vm

;  б) 
0

2

2m

p
;  в) T  (кинетична енергия) 

Решение: 
Нека изразим всяка една от трите величини посредством релативистичния 

фактор 
221

1

cV
  и енергията на частицата в покой 2

00 cmE  : 

а)  По определение 
22

0

22

2
0

11

.

cV

E

cV

cm
E





 , следователно 

(1) 2
02

2
2 1 E

c

V
E 














 . 

Ако отчетем още, че всъщност 0.EE  , то (1) добива вида 

 (2) 2
02

2
2

0
2 1 E

c

V
E 














 ,   откъдето   11

2

2
2 
















c

V
 ,   1

2

2
22 

c

V
 , 

 12

2

2
2  

c

V
, т.е. 2

2

2
2 1

cV


 
 . С така намерената стойност на 2V  можем да 

определим величината 

 (3) 0202

2
2

02

2
20

2
0

2

)1).(1(

2

1

2

1

22
EEcmV

mVm











 






 . 

 б) Величината 
0

2

2m

p
 ще изразим от условието за инвариантност на квадрата 

на 4-импулса: 

 (4) 22
0

2
2

cmp
c

E









, 

откъдето  

22
0

222
0

22
0

222
0

2
0

22
0

2
2

022
0

2
2 )1()( cmcmcmcmcmcm

c

cm
cm

c

E
p 























 


. 

Тогава 



 13 

(5) 0

2
2

0

2
22

0
2

0

2

00

2

2

)1(

2

)1(
)1(

2

1

2

1

2
Ecmcm

m
p

mm

p 






 . 

в) Накрая изразяваме и кинетичната енергия T  посредством 0E , като за тази 

цел използваме представянето 

(6) 2
0 cmTE  , 

откъдето, отчитайки отново че 2
0. cmE  , следва 

(7) 0
2

0
2

0 )1()1( EcmcmET   . 

И така дотук имаме: 

 (8.1)  02

2
0

2

)1).(1(

2
E

Vm



 
 ; 

(8.2)   0
0

2

2

)1).(1(

2
E

m

p 



, и 

(8.3)   0)1( ET   . 

От (8.1) и (8.2), с отчитане на (8.3), имаме 

(9.1)  T
Vm

2

2
0

2

)1(

2 

 
 ;     и (9.2)  T

m

p

2

)1(

2 0

2 



. 

Понеже релативистичният фактор 1 , то съгласно (9.2)  

(10) T
m

p


0

2

2
. 

А ако отчетем (9.2) в (9.1), ще получим 

(11) 















0

2

2

2
0

2

1

2 m

pVm


, 

което при 1  означава, че 

 (12) 
0

22
0

22 m

pVm
 . 

От (10) и (12) заключаваме, че най-голямата измежду трите величини е 
0

2

2m

p
. 

При тези обстоятелства от (9.1) можем да заключим, че 
2

2
0 Vm

 е най-малката. 

 

 Задача (зад. 322/стр. 52) Изразете големината p  на импулса на една 

релативистка частица посредством кинетичната й енергия T . 

Решение: 
За решаването на задачата е достатъчно да използваме инвариантността на 

скаларния квадрат на 4-импулса 

(1) 22
0

2
2

cmp
c

E









, 

както и формулата за пълната енергия 

 (2) 2
0 cmTE  . 

Заместваме (2) в (1) 
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 (3) 22
0

2

2
2

0 cmp
c

cmT














 
  2.c  

 (4) 42
0

2222
0 )( cmcpcmT  , откъдето 

).2(..2..2)( 2
0

2
0

242
0

42
0

2
0

242
0

22
0

22 cmTTcmTTcmcmcmTTcmcmTcp  . 

 След разделяне с 2c  и коренуване получаваме точно 

 (5)  ).2(
1 2

0 cmTT
c

p  , 

което представлява търсената зависимост. 

 

 Задача (зад. 323/стр. 52) Изразете скоростта V


 на една релативистка 

частица посредством нейния импулс p


.  

Решение: 

Отново използваме формулата, изразяваща инвариантността на скаларния 

квадрат на 4-импулса 

(1) 22
0

2
2

cmp
c

E









, 

и формулата за пълната енергия, записана този път, обаче, в стандартната 

релативистична форма 

 (2) 

2

2

2
0

1
c

V

cm
E



 . 

Заместваме E  от (2) в (1) и решаваме така полученото уравнение относно 

скоростта V


: 

 22
0

2

2

2

2

2
0

1

1
cmp

c

V

cm

c
























,    22
0

2

2

2

22
0

1

cmp

c

V

cm




,     22
0

2

2

2

22
0

1

cmp

c

V

cm




, 

 
22

0
2

22
0

2

2

1
cmp

cm

c

V


 ,     

22
0

2

22
0

2

2

1
cmp

cm

c

V


 ,     2

22
0

2

22
0

22
0

2
2 .c

cmp

cmcmp
V




 , 

 2

22
0

2

2
2 .c

cmp

p
V


 , откъдето заключаваме, че 

 (3) 
22

0
2

.

cmp

cp
V


 


. 

 

 Задача (зад. 324/стр. 52) Изразете скоростта V  на една релативистка 

частица посредством нейната релативистична енергия E . 

Решение: 
По определение 

 (1) 

2

2

2
0

1
c

V

cm
E



   2 ,   

2

2

42
02

1
c

V

cm
E



 ,   
2

42
0

2

2

1
E

cm

c

V
 , 
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2

42
0

2

2

1
E

cm

c

V
 ,   2

2

42
02 1 c
E

cm
V














 , откъдето след коренуване 

 (2) 
2

2
0

2

42
0 1.1.

E

E
c

E

cm
cV  . 

 

 Задача: Върху намираща се в покой частица, имаща маса 1m  (маса в покой) 

пада друга (втора) частица с маса 2m  (маса в покой), в резултат от което се образува 

нова частица с маса M  ( 21 mmM  ). Да се определи минималната кинетична 

енергия min
2T  на втората частица, достатъчна за осъществяването на такъв процес. 

Решение: 
За решаването на задачата ще използваме следните основни формули от 

релативистката динамика: 

(Ф.1)  
2/2 PP  ,  

където 







 p

c

E
P


,  и 














 /

/
/ , p

c

E
P


 са стойностите на 4-импулса на системата в две 

различни координатни системи K  и  /K , използвани за описанието на системата 

преди и след взаимодействието съответно; 

(Ф.2)  2
0 cmTE  ; 

(Ф.3)  )2(
1 2

0cmTT
c

p  ; 

Нека най-напред разгледаме стълкновението на частиците в лабораторна КС  

( K ). За енергиите и импулсите на двете частици имаме съответно 

(1) 2
11 cmE     (енергия на частица в покой); 

(2) 01 p ;  и 

(3) 2
222 cmTE  ;  

(4) )2(
1 2

2222 cmTT
c

p  . 

Пълната енергия и пълният импулс на системата до удара е: 

(5) 2
2

2121 ).( TcmmEEE  ; 

(6) 221 pppp


 . 

Тогава пълният 4-вектор на импулса на системата е 

 (7) 












 









 2

2
2

21 ,
).(

, p
c

Tcmm
p

c

E
P


, 

чийто скаларен квадрат е 

 (8) 2
2

2
2

2
212

2
2

2

2
2

212 ]).[(
1).(

pTcmm
c

p
c

Tcmm
P 













 
 . 

 Същия кинематичен анализ на системата провеждаме и след 

взаимодействието на частиците, но този път го реализираме спрямо КС  ( /K ), 

свързана с центъра на масите на частиците.  

При това следва да вземем под внимание и обстоятелството, че под 

минимална кинетична енергия min
2T  на втората частица се разбира такава енергия, 
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при която новообразувалата се частица с маса M  само ще се „композира”, без да 

притежава каквато и да е кинетична енергия, т.е. енергията и импулса на 

системата (частицата) след удара ще бъдат съответно 

 (9) 2/ .cME   (енергия на частица в покой).;   и (10) 0/ p


  (частица в покой). 

 Тогава 4-импулса в системата /K  ще бъде 

 (10) 




























 0,

.
,

2
/

/
/

c

cM
p

c

E
P


, 

а неговият скаларен квадрат ще бъде 

 (11) 22

2
22/ .0

.
cM

c

cM
P 














 . 

 Остана да приложим (Ф.1), изразяваща инвариантността на квадрата на 4-

импулса, а именно отчитайки (8) и (11), и с уговорката че min
22 TT   ще имаме 

 (12) 222
2

2min
2

2
212

.]).[(
1

cMpTcmm
c

   2.c  

 (13) 4222
2

2min
2

2
21 ..]).[( cMcpTcmm   

Ако в (13) заместим 2p  от (4) (отново с уговорката че min
22 TT  ), ще имаме 

 (14) 422
2

min
2

min
22

22min
2

2
21 .)]2([

1
]).[( cMcmTT

c
cTcmm  . 

 Решаваме горното уравнение относно min
2T : 

 422
2

min
2

2min
2

2min
2

min
2

2
21

42
21 .2}{}{).(2.)( cMcmTTTTcmmcmm  ; 

 42min
2

2
1

42
21 ..2.)( cMTcmcmm  ; 

 42
21

42min
2

2
1 .)(..2 cmmcMTcm  .  

И така 

(15) 2

1

2
21

2
min
2 .

2

})({
c

m

mmM
T


 . 

Понеже по условие 21 mmM  , то очевидно 0min
2 T . А ако min

22 TT  , то 

частицата, образувана след взаимодействието, няма да остане в покой, а ще 

започне да се движи със някаква (различна от нула) скорост. 

 

Тема: 4-тензор на електромагнитното поле. Уравнение на 

електромагнитното поле в ковариантна форма. Уравнения на Максуел. 

        Теоретичен минимум 

  4-потенциал: ),( 0 AAA


 ,  или още 







 A

c
A


,

 , където:  

      - скаларен потенциал на ЕМ поле; 

    A


 - магнитен векторен потенциал на ЕМ поле. 

 Интензитет на електричното поле:  
t

A
gradE









 . 

   Индукция на магнитното поле:  ArotB


 . 

 Антисиметричен 4-тензор  на ЕМ поле F : 


