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Óðàâíåíèå íà Ïîàñîí å:
−→
∇.

−→
∇φ = ∆φ = − ρ

ε0
,

àêî íÿìàìå îáåìíî ðàçïðåäåëåíè íà çàðÿäèòå òî ρ = 0 è èìàìå óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ:

∆φ = 0.

Îïåðàòîðà íà Ëàïëàñ â äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ñå äàâà êàòî:

∆φ = ∇2φ =
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
+

∂2φ

∂z2
,

â ñôåðè÷íà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ñå äàâà êàòî:

∆φ = ∇2φ =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂φ

∂r

)
+

1

r2 sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂φ

∂ϑ

)
+

1

r2 sin2 ϑ

∂2φ

∂α2
,

à â öèëèíäðè÷íà ñå äàâà êàòî:

∆φ = ∇2φ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂φ

∂r

)
+

1

r2
∂2φ

∂α2
+

∂2φ

∂z2
.

Ðåøàâàìå èëè óðàâíåíèå íà Ïîàñîí èëè ÷àñòíèÿò ñëó÷àé íà Ëàïëàñ ñ îïðåäåëåíè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

Çàäà÷è:

1.1 Êàêâî å îáåìíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà çàðÿäèòå àêî ïîòåíöèàëúò å:
a) φ (r) = ar3 + b, êúäåòî a è b ñà êîíñòàíòè;
b) φ (r) = r2 exp (−λr).

1.2 Òåîðåìàòà íà Úðíøîó ãëàñè, ÷å ñúâêóïíîñòòà îò òî÷êîâè çàðÿäè íå áè ìîãëà äà áúäå â ðàâíîâåñèå, àêî åäèíñ-
òâåíî çàðÿäèòå ñè âçàèìîäåéñòâàò åëåêòðîñòàòè÷íî.

Äîêàæåòå òåîðåìàòà íà Úðíøîó êàòî èçïîëçâàòå óðàâíåíèå íà Ïîàñîí è ôàêòà, ÷å ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ íà çàðÿä
q å U (x, y, z) = qφ (x, y, z), êúäåòî φ (x, y, z) å ïîòåíöèàëà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå.

1.3 Äâå áåçêðàéíî äúëãè ìåòàëíè ïëî÷è ñ ïîòåíöèàë V = 0 ñà ïîñòàâåíè ïðè x = 0 è x = l ìåæäó ïëî÷èòå â
ðàâíèíàòà ïåðïåíäèêóëÿðíî íà òÿõ (ðàâíèíàòà xy) è ïðåç z = 0 èìà ðàçïðåäåëåí ïîâúðõíèíåí çàðÿä ñ ïëúòíîñò
σ = σ0 sin (πx/l). Íàìåðåòå ïîòåíöèàëà φ (x, z) íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå.

Ôèãóðà 1:

1.4 Äâå áåçêðàéíî äúëãè ìåòàëíè ïëî÷è ñ ïîòåíöèàë V = 0 ñà ïîñòàâåíè ïðè y = 0 è y = a êàêòî å ïîêàçàíî íà
ôèã.1 äðóãè äâå ìåòàëíè ïëî÷è ñà ïîñòàâåíè ïðè x = ±b è ñà ñ ïîòåíöèàë V0 (ôèã.1). Àêî âñÿêà åäíà îò ïëî÷èòå å äîáðå
èçîëèðàíà îò îñòàíàëèòå ïîñðåäñòâîì èçîëàöèÿ ñ ïðåíåáðåæèìà ãîëåìèíà òî íàìåðåòå ïîòåíöèàëà φ â ïðîñòðàíñòâîòî
ìåæäó ïëî÷èòå.

1.5 Ïëîñêîñòòà xy (z = 0) å çàðåäåíà ñ ïîâúðõíèíà ïëúòíîñò íà çàðÿäà σ = σ0 sin (αx) sin (βy). Íàìåðåòå ïîòåíöèàëà
íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî.
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Ðåøåíèÿ:

1.1
a) Èìàìå óðàâíåíèå íà Ïîàñîí

∆φ (r) = − ρ

ε0
,

çà ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè èìàìå:
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂φ (r)

∂r

)
= − ρ

ε0
⇒

ρ = −ε0
r2

∂

∂r

(
r2

∂
(
ar3 + b

)
∂r

)
= −aε0

r2
∂

∂r

(
3r4
)
= −12aε0r

3

r2
= −12aε0r

b) Èìàìå óðàâíåíèå íà Ïîàñîí

∆φ (r) = − ρ

ε0
,

çà ñôåðè÷íè êîîðäèíàòè èìàìå:
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂φ (r)

∂r

)
= − ρ

ε0
⇒

ρ = −ε0
r2

∂

∂r

(
r2

∂
(
r2 exp (−λr)

)
∂r

)
= −ε0

r2
∂

∂r

(
2r3 exp (−λr)− r4λ exp (−λr)

)
=

= −ε0
r2
(
6r2 exp (−λr)− 2r3λ exp (−λr)− 4r3λ exp (−λr) + r4λ2 exp (−λr)

)
⇒ ρ = −ε0

(
6 exp (−λr)− 6rλ exp (−λr) + r2λ2 exp (−λr)

)

1.2
Ïîíåæå èìàìå ñèñòåìà ñàìî îò ñâîáîäíè òî÷êîâè çàðÿäè, òî ïëúòíîñòà íà çàðÿäèòå å ρ = 0 è ìîæå äà èçïîëçâàìå

óðàâíåèíå íà Ëàïëàñ:
∆φ (x, y, z) = 0

àêî óìíîæèì ïî q ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ, íî çà ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ íà ÷àñòèöàòà:

∆[qφ (x, y, z)] = ∆U (x, y, z) = 0

òîåñò âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà åíåðãèÿòà å íóëà, êîåòî çíà÷è ÷å íÿìàìå åêñòðåìóì è ⇒ íÿìà ëîêàëåí ìèíèìóì íà
åíåðãèÿòà ⇒ êîíôèãóðàöèÿòà íå ìîæå äà å óñòîé÷èâà ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà.

1.3
Îò òðàíñëàöèîííàòà èíâàðèàíòíîñò ïî y ñëåäâà, ÷å ïîòåíöèàëà íå òðÿáâà äà çàâèñè îò y (φ (x, y, z) = φ (x, z)).

Ðåøàâàìå óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ â äåêàðòîâè êîîðäèíàòè çà äâå îáëàñòè íà ïðîñòðàíñòâîòî z ≥ 0 è z ≤ 0. Çà z ≥ 0
èìàìå:

∆φ1 (x, z) =
∂2φ1 (x, z)

∂x2
+

∂2φ1 (x, z)

∂z2
= 0

ùå ðåøèì òîâà óðàâíåíèå ïî ìåòîäà íà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå êàòî ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàëà âúâ âèäà:

φ1 (x, y, z) = X1 (x)Z1 (z)

⇒
1

X1 (x)

∂2X1 (x)

∂x2
+

1

Z1 (z)

∂2Z1 (z)

∂z2
= 0
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⇒

1

X1 (x)

∂2X1 (x)

∂x2
= −k2

1

Z1 (z)

∂2Z1 (z)

∂z2
= k2

⇒

X1 (x) = A1 sin (kx) +A2 cos (kx)

Z1 (z) = A3 exp (−zk) +A4 exp (zk)

ïîíåæå ðàçãëåäàõìå ÷àñòòà îò ïðîñòðàíñòâîòî ñ z ≥ 0 òî A4 = 0 à îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ x = 0 è x = l ⇒ A2 = 0
è k = nπ/l òîâà ñà áåçáðîé ìíîãî ðåøåíèÿ çà n = 1, 2, 3..., íî ïîíåæå óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ å ëèíåéíî òî èìàìå
ïðèíöèïà íà ñóïåð ïîçèöèÿòà ⇒

φ1 (x, z) = X1 (x)Z1 (z) =

∞∑
n=1

An sin
(nπ

l
x
)
exp

(
−z

nπ

l

)
àíàëîãè÷íî çà z ≤ 0 ⇒

φ2 (x, z) =
∞∑

n=1

Bn sin
(nπ

l
x
)
exp

(
z
nπ

l

)
îò óñëîâèåòî çà íåïðåêúñíàòîñò íà ïîòåíöèàëà âúðõó ïîâúðõíîñòòà xy ïðè z = 0 ⇒ φ1 (x, y, 0) = φ2 (x, y, 0) ⇒

An = Bn. À îò äðóãîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå (
∂φ2

∂z
− ∂φ1

∂z

)
z=0

=
σ

ε0

⇒ An̸=1 = 0 è A1 = σ0l/ (2πε0) ⇒ îêîí÷àòåëíî èìàìå:

φ1 (x, z ≥ 0) =
σ0l

2πε0
sin
(π
l
x
)
exp

(
−z

π

l

)
φ2 (x, z ≤ 0) =

σ0l

2πε0
sin
(π
l
x
)
exp

(
z
π

l

)

1.4
Îò òðàíñëàöèîííàòà èíâàðèàíòíîñò ïî z ñëåäâà, ÷å ïîòåíöèàëà íå òðÿáâà äà çàâèñè îò z (φ (x, y, z) = φ (x, y)).

Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ â äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà

∆φ (x, y) =
∂2φ (x, y)

∂x2
+

∂2φ (x, y)

∂y2
= 0

çà öåëòà èçïîëçâàìå ìåòîäà íà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è ïðåäñòàâÿìå ïîòåíöèàëà âúâ âèäà:

φ (x, y) = X (x)Y (y)

⇒
1

X (x)

∂2X (x)

∂x2
= − 1

Y (y)

∂2Y (y)

∂y2

⇒

1

X (x)

∂2X (x)

∂x2
= p2

1

Y (y)

∂2Y (y)

∂y2
= −p2

⇒

X (x) = A exp (px) +B exp (−px)

Y (y) = C sin (py) +D cos (py)
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a îò ñèìåòðèÿòà ñïðÿìî x èìàìå X (x) = X (−x) ⇒ A = B ⇒ exp (px) + exp (−px) = 2 cosh (px) ⇒

φ (x, y) = X (x)Y (y) = cosh (px) (E sin (py) + F cos (py))

îò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà èìàìå ñëåäíèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ:

φ (x, 0) = 0

φ (x, a) = 0

φ (b, y) = V0

φ (−b, y) = V0

îò ïúðâèòå äâå óñëîâèÿ ⇒ F = 0 è p = nπ/a ⇒

φ (x, y) = E cosh
(
nπ

x

a

)
sin
(
nπ

y

a

)
, n = 1, 2, 3, ...

Òîâà ñà áåçáðîé ìíîãî ðåøåíèÿ, íî ïîíåæå óðàâíåíèåòî íà Ëàïëàñ å ëèíåéíî òî èìàìå ïðèíöèïà íà ñóïåð ïîçèöèÿòà
⇒

φ (x, y) =
∞∑

n=1

En cosh
(
nπ

x

a

)
sin
(
nπ

y

a

)
.

Ïîëçâàéêè ïîñëåäíèòå äâå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ èìàìå:

φ (b, y) =
∞∑

n=1

En cosh

(
nπ

b

a

)
sin
(
nπ

y

a

)
= V0

çà äà íàìåðèì êîåôèöèåíòèòå En óìíîæàâàìå ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ïî sin (kπy/a) êúäåòî k = 1, 2, 3, ... è ñëåä òîâà
èíòåãðèðàìå ⇒

∞∑
n=1

En cosh

(
nπ

b

a

)∫ a

0

sin
(
nπ

y

a

)
sin
(
kπ

y

a

)
dy =

∫ a

0

V0 sin
(
kπ

y

a

)
dy

ñåãà ïîëçâàìå ñëåäíàòà ôîðìóëà

sinα sinβ =
1

2
(cos (α− β)− cos (α+ β))

çà äà ñìåòíåì èíòåãðàëà
∫ a

0
sin (nπy/a) sin (kπy/a) dy = 1

2

∫ a

0

(
cos
(
yπ
a (n− k)

)
− cos

(
yπ
a (n+ k)

))
dy = 0 ako n ̸= k è

å a/2 ako n = k ⇒

Ek =
2V0

a cosh
(
kπ b

a

) ∫ a

0

sin
(
kπ

y

a

)
dy = − 2V0

kπ cosh
(
kπ b

a

) (cos (kπ)− 1)

òîåñò çà ÷åòíè k ⇒ Ek = 0 à çà íå÷åòíè ⇒ Ek = 4V0/
(
kπ cosh

(
kπ b

a

))
⇒

φ (x, y) =
4V0

π

∑
k=1,3,5,...

1

k

cosh
(
nπ x

a

)
cosh

(
kπ b

a

) sin(nπy
a

)
.

1.5
Ùå ðàçäåëèì ïðîñòðàíñòâîòî íà äâå ÷àñòè z ≥ 0 è z ≤ 0.
Çà z ≥ 0 èìàìå ïîòåíöèàëà φ1 (x, y, z) êîéòî óäâîëåòâîðÿâà óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ

∆φ1 (x, y, z) = 0

Ùå ðåøèì òîâà óðàâíåíèå ïî ìåòîäà íà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå êàòî ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàëà âúâ âèäà:

φ1 (x, y, z) = X1 (x)Y1 (y)Z1 (z)

â äåêàðòîâè êîîðäèíàòè ⇒

1

X1 (x)

∂2X1 (x)

∂x2
+

1

Y1 (y)

∂2Y1 (y)

∂y2
+

1

Z1 (z)

∂2Z1 (z)

∂z2
= 0
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⇒

1

X1 (x)

∂2X1 (x)

∂x2
= −k2

1

Y1 (y)

∂2Y1 (y)

∂y2
= −p2

1

Z1 (z)

∂2Z1 (z)

∂z2
= k2 + p2

⇒

X1 (x) = A1 sin (kx+A2)

Y1 (y) = A3 sin (py +A4)

Z1 (z) = A5 exp
(
−z
√

k2 + p2
)
+A6 exp

(
z
√

k2 + p2
)

Îò òîâà ÷å çàðÿäà å ïåðèîäè÷íî ðàçïðåäåëåí ïî ïîâúðõíèíàòà xy ⇒ Z1 (z → ∞) → 0 òîåñò êîåôèöèåíòèòå A6 = 0
⇒

φ1 (x, y, z) = X1 (x)Y1 (y)Z1 (z) = A1A3A5 sin (kx+A2) sin (py +A4) exp
(
−z
√

k2 + p2
)

Çà z ≤ 0 èìàìå ïîòåíöèàëà φ2 (x, y, z) êîéòî óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ

∆φ2 (x, y, z) = 0

ùå ðåøèì òîâà óðàâíåíèå ïî ìåòîäà íà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå êàòî ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàëà âúâ âèäà:

φ2 (x, y, z) = X2 (x)Y2 (y)Z2 (z)

â äåêàðòîâè êîîðäèíàòè ⇒

1

X2 (x)

∂2X2 (x)

∂x2
+

1

Y2 (y)

∂2Y2 (y)

∂y2
+

1

Z2 (z)

∂2Z2 (z)

∂z2
= 0

⇒

1

X2 (x)

∂2X2 (x)

∂x2
= −k2

1

Y2 (y)

∂2Y2 (y)

∂y2
= −p2

1

Z2 (z)

∂2Z2 (z)

∂z2
= k2 + p2

⇒

X2 (x) = B1 sin (kx+B2)

Y2 (y) = B3 sin (py +B4)

Z2 (z) = B5 exp
(
z
√

k2 + p2
)
+B6 exp

(
−z
√
k2 + p2

)
îò òîâà, ÷å çàðÿäà ïåðèîäè÷íî ðàçïðåäëååí ïî ïîâúðõíîñòòà xy ⇒ Z2 (z → −∞) → 0 òîåñò êîåôèöèåíòà B6 = 0 ⇒

φ2 (x, y, z) = X2 (x)Y2 (y)Z2 (z) = B1B3B5 sin (kx+B2) sin (py +B4) exp
(
z
√
k2 + p2

)
Èìàìå è äâå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ:

φ1 (x, y, z = 0) = φ2 (x, y, z = 0)(
∂φ2

∂z
− ∂φ1

∂z

)
z=0

=
σ

ε0
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îò ïúðâîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå ⇒

A1A3A5 sin (kx+A2) sin (py +A4) exp
(
−0
√
k2 + p2

)
= B1B3B5 sin (kx+B2) sin (py +B4) exp

(
0
√
k2 + p2

)
îò òóê ïîëó÷àâàìå

A1A3A5 = B1B3B5 = C

A2 = B2 = A

A4 = B4 = B

⇒

φ1 (x, y, z) = C sin (kx+A) sin (py +B) exp
(
−z
√

k2 + p2
)

φ2 (x, y, z) = C sin (kx+A) sin (py +B) exp
(
z
√

k2 + p2
)

îò âòîðîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå ⇒

2C
√
k2 + p2 sin (kx+A) sin (py +B) =

σ

ε0
=

σ0

ε0
sin (αx) sin (βy)

⇒

k = α

p = β

A = B = 0

C =
σ0

2ε0
√
α2 + β2

Îêîí÷àòåëíî çà ïîòåíöèàëà èìàìå:

φ1 (x, y, z) =
σ0

2ε0
√
α2 + β2

sin (αx) sin (βy) exp
(
−z
√

α2 + β2
)

φ2 (x, y, z) =
σ0

2ε0
√
α2 + β2

sin (αx) sin (βy) exp
(
z
√

α2 + β2
)
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