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Çàêîíà íà Êóëîí äàâà ñèëàòà ìåæäó äâà òî÷êîâè çàðÿäà q1 è q2, êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå
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Àêî çàðÿäà q ñè âçàèìîäåéñòâà ñ ïî-âå÷å îò åäèí çàðÿä (ïðèìåðíî ñ N çàðÿäà) òî å â ñèëà ïðèíöèïà íà ñóïåðïîçèöèÿòà:
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Êúäåòî E å èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå, àêî çàðÿäèòå ñà íåïðåêúñíàòî ðàçïðåäåëåíè òî èíòåíçèòåòà ñå äàâà
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dq.

Âìåñòî èíòåíçèòåòà E, êîéòî å ñèëîâàòà õàðàêòåðèñòèêà íà ïîëåòî, å óäîáíî äà ñå èçïîëçâà ñêàëàðíàòà âåëè÷èíà
ïîòåíöèàë íà ïîëåòî:
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Âðúçêàòà ìåæäó ïîòåíöèàëà U(r) è èíòåíçèòåòà E(r) å
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Çàäà÷è:

1.1 Ïîëó áåçêðàéíà ïðàâà å çàðåäåíà ðàâíîìåðíî ñ ëèíåéíà ïëúòíîñò λ. Íàìåðåòå èíòåíçèòåòà íà åëåêòðîñòàòè÷íîòî
ïîëå â òî÷êà, êîÿòî ñå íàìèðà íà ðàçñòîÿíèå y âúðõó ïåðïåíäèêóëÿðà èçäèãíàò îò êðàÿ íà ïðàâàòà.

1.2 Òúíúê íå ïðîâîäÿù ïðúò ñ äúëæèíà 2L å çàðåäåí ñúñ çàðÿä q. Íàìåðåòå èíòåíçèòåòà íà åëåêòðîñòàòè÷íîòî
ïîëå íà ðàçñòîÿíèå x îò öåíòúðà íà ïðúòà è ðàçïîëîæåí ñèìåòðè÷íî ñïðÿìî äâàòà ìó êðàÿ.

1.3 Òúíúê íå ïðîâîäÿù îáðú÷ ñ ðàäèóñ R å çàðåäåí ñ ëèíåéíà ïëúòíîñò λ(φ) = λ0 cosφ, êúäåòî λ0 å ïîëîæèòåëíà
êîíñòàíòà à φ å àçèìóòàëåí úãúë. Íàìåðåòå èíòåíçèòåòà íà åëåêòðîñòàòè÷íîòî ïîëå â öåíòúðà íà îáðú÷à.

1.4 Íà êðèâà, çàäàäåíà ñ óðàâíåíèå r (θ) = r0 exp θ (r, θ ñà ïîëÿðíè êîîðäèíàòè ) â ðàâíèíàòà x,y å ðàçïðåäåëåí
çàðÿä ñ ëèíåéíà ïëúòíîñò ïî çàêîíà κ (θ) = κ0 exp θ ïðè θ1 < θ < θ2 è κ = 0 ïðè θ < θ1 èëè θ > θ2. Íàìåðåòå
ïîòåíöèàëà ïî îñòà z.

1.5 Çàðÿä å ðàçïðåäåëåí ðàâíîìåðíî ïî ïîâúðõíîñòòà íà äèñê ñ ðàäèóñ R, ïîâúðõíèíàòà ïëúòíîñò íà çàðÿäà å σ.
Íàìåðåòå ïîòåíöèàëà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå âúðõó ãðàíè÷íàòà îêðúæíîñò íà äèñêà.

1.6 Ïîòåíöèàëà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå èìà âèäúò U (x, y, z) = α
(
xy − z2

)
. Íàìåðåòå ïðîåêöèÿòà íà èíòåíçèòåòà íà

åëåêòðè÷íîòî ïîëå ïî íàïðàâëåíèå íà âåêòîðà
→
A = (1, 0, 3) â òî÷êà ñ êîîðäèíàòè (2, 1,−3).

1.7 Íàìåðåòå ïîòåíöèàëà è èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå ñúçäàäåí îò äèïîë, íà ãîëÿìî ðàçñòîÿíèå îò íåãî,
àêî åëåêòðè÷íèÿò ìîìåíò íà äèïîëà å p = ql. Êàæåòå â êîå íàïðàâëåíèå å ìàêñèìàëíî è â êîå å ìèíèìàëíî.

1.8 Íàìåðåòå ïîòåíöèàëà íà ðàâíîìåðíî çàðåäåí îáðú÷ ñúñ çàðÿä q è ðàäèóñ R. Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå åëèïòè÷íèÿò
èíòåãðàë îò 1 ðîä:
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Ðåøåíèÿ:

1.1

Ðàçëàãàìå èíòåíçèòåòà íà äâå êîìïîíåíòè, åäíàòà îò êîèòî å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà ïðàâàòà (êîìïîíåíòàòà
→
Ey) à

äðóãàòà å óñïîðåäíà íà ïðàâàòà ( êîìïîíåíòàòà
→
Ex) (âèæ ôèãóðà 1)⇒
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⇒ åëåêòðè÷íîòî ïîëå å îðèåíòèðàíî ïî 45◦ ñïðÿìî ïðàâàòà è èìà ãîëåìèíà E =
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Ôèãóðà 1:

1.2
Îò ñèìåòðèÿòà å ÿñíî, ÷å èíòåíçèòåòà íà ïîëåòî ùå èìà ñàìî ïåðïåíäèêóëÿðíà ïîñîêà ñïðÿìî ïðúòà (âèæ ôèã.2)⇒

dE =
λ cosα

4πε0r2
dl

êúäåòî λ = q/2L å ëèíåéíàòà ïëúòíîñò íà çàðÿäèòå, à cosαdl = rdα è r = x/ cosα ⇒
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⇒
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4πε0x
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1.3

2



Ôèãóðà 2:

Îò ñúîáðàæåíèÿ íà ñèìåòðèÿ ñå âèæäà, ÷å ùå èìàìå ñàìî èíòåíçèòåò íà ïîëåòî ïî ïîñîêàòà â êîÿòî φ = 0 (âèæ
ôèã.3). Ïðîåêöèÿòà íà èíòåíçèòåòà ñúçäàäåí îò ìàëúê ó÷àñòúê ñúñ çàðÿä dq å:
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Ôèãóðà 3:

1.4
Ïîòåíöèàëà â òî÷êà ïî îñòà íà ñèìåòðèÿòà (îñòà z) ñ êîîðäèíàòà z å

φ (z) =
1

4πε0

∫
κ√

r2 + z2
dl

åëåìåíòà dl â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè (öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè ñ z = 0) ñå äàâà ñ (âèæ ïðåäèøíîòî óïðàæíåíèå)

dl =
(
dr2 + r2dθ2

)1/2
íî ïî óñëîâèå íà çàäà÷àòà r (θ) = r0 exp θ ⇒ dr = r0 exp θdθ = rdθ⇒

dl =
(
dr2 + r2dθ2

)1/2
=

(
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)1/2
=

√
2dr
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à çà ëèíåéíàòà ïëúòíîñò èìàìå κ (θ) = κ0 exp θ = κ0r/r0⇒

φ (z) =

√
2

4πε0

κ0
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∫ r2
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r√
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√
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(√
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√
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)
êúäåòî r1,2 = r0 exp θ1,2

1.5
Ïîòåíöèàëà â òî÷êà O ñå çàäàâà ñ

φ =
1

4πε0

∫
σds

r

óäîáíî å äà ñå ðàáîòè â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè (òîâà ñà öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè ñ z-òà êîîðäèíàòà êîÿòî å íóëà)
⇒ds = rdθdr (âèæ ïðåäèøíîòî óïðàæíåíèå) ⇒

φ =
σ

4πε0

∫ π/2

−π/2

∫ rmax

0

dθdr

êúäåòî rmax = 2R cos θ ⇒
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σ

4πε0

∫ π/2

−π/2

2R cos θdθ =
σR

πε0

Ôèãóðà 4:

1.6

→
E
(
→
r
)
= −gradU (x, y, z) = −α (y, x,−2z)

ïðîåêöèÿòà íà èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå ïî íàïðàâëåíèå íà âåêòîðà
→
A å

→
A∣∣∣∣→A∣∣∣∣ .

→
E
(
→
r
)
= −α (y − 6z)√

32 + 1

à â òî÷êà ñ êîîðäèíàòè (2, 1,−3)⇒
→
A∣∣∣∣→A∣∣∣∣ .

→
E (2, 1,−3) = − 19α√

10

1.7
Ïúëíèÿò ïîòåíöèàë å ñóìà îò ïîòåíöèàëèòå ñúçäàäåíè îò ïîëîæèòåëíèÿò è îò îòðèöàòåëíèÿò çàðÿä ⇒
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1

4πε0

(
q

r+
− q

r−

)
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êîãàòî òúðñèì ïîòåíöèàëà íà ãîëåìè ðàçñòîÿíèå îò äèïîëà òî èìàìå r >> l êúäåòî l å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó
ïîëîæèòåëíèÿò è îòðèöàòåëíèÿò çàðÿä íà äèïîëà. Çà ðàçñòîÿíèÿòà èìàìå:

r2+ = r2 +
l2

4
− rl cos θ

r2− = r2 +
l2

4
+ rl cos θ

⇒

r+ + r− ≈ 2r

r+r− ≈ r2

r− − r+ ≈ l cos θ

⇒
φ =

q

4πε0r+r−
(r− − r+) ≈

ql cos θ

4πε0r2
=

p cos θ

4πε0r2

èíòåíçèòåòà íàìèðàìå îò âðúçêàòà ìåæäó èíòåíçèòåòà è ïîòåíöèàëà

→
E = −gradφ

Óäîáíî å äà ñå èçïîëçâà ñèìåòðèÿòà è äà ñå ðàáîòè â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè (êàòî öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè, íî z=0)
òîãàâà çà êîìïîíåíòèòå íà èíòåíçèòåòà èìàìå:

Er = −∂φ

∂r
=

2p cos θ

4πε0r3

Eθ = − ∂φ

r∂θ
=

p sin θ

4πε0r3

çà ìîäóëà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå èìàìå

E =
√
E2

r + E2
θ =

p

4πε0r3

√
1 + 3 cos2 θ

Òîåñò ïîëåòî å ìàêñèìàëíî çà θ = 0 è ìèíèìàëíî çà θ = π/2

1.8
Îò ôèãóðà 5 ñúîáðàçÿâàìå:

Ôèãóðà 5:

r12 =
√
r2 +R2 − 2rR sin θ cosα
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à çà ïîòåíöèàëà, êîéòî ñúçäàâà åëåìåíòà dl èìàìå:

φ (r, θ) =
1

4πε0

∫
dq

r12
=

2

4πε0

qR

2πR

∫ π

0

dα√
r2 +R2 − 2rR sin θ cosα

ñëåä êàòî âúâåäåì îçíà÷åíèÿòà:

α = π − 2β

k2 =
4rR sin θ√

r2 +R2 + 2rR sin θ

òî ïîëó÷àâàìå

φ (r, θ) =
q

4π2ε0
√
r2 +R2 + 2rR sin θ

∫ π/2

0

dβ√
1− k2 sin2 β

=
qk

8π2ε0
√
rR sin θ

K (k)

Çàáåëåæêà:
Íîðìèðàíèÿò åëèïòè÷åí èíòåãðàë íà Ëåæàíäúð îò 1 ðîä ñå îïðåäåëÿ êàòî:

K (k, ϕ) =

∫ ϕ

0

dβ√
1− k2 sin2 β

èëè âúâ ôîðìà íà ßêîáè

K (k, x) =

∫ x

0

dy√
(1− y2) (1− k2y2)

.

Íîðìèðàíèÿò åëèïòè÷åí èíòåãðàë íà Ëåæàíäúð îò 2 ðîä ñå îïðåäåëÿ êàòî:

E (k, ϕ) =

∫ ϕ

0

√
1− k2 sin2 βdβ

èëè ñëåä ïîëàãàíåòî y = sinβ

E (k, x) =

∫ x

0

√
1− k2y2√
1− y2

dy.

Â íàøèÿò ñëó÷àé èìàìå ïúëåí åëèïòè÷åí èíòåãðàë îò 1-ðîä:

K (k) =

∫ π/2

0

dβ√
1− k2 sin2 β

êîéòî ìîæå äà ñå èçðàçè ñúñ ñòåïåíåí ðåä êàòî:

K (k) =
π

2

∞∑
n=0

[
(2n)!

22n (n!)
2

]2

k2n

Â èñòîðèÿòà íà íàóêàòà åëèïòè÷íè èíòåãðàëè ñå ÿâÿâàò çà ïúðâè ïúò, êîãàòî ñå ðåøàâà òî÷íî çàäà÷àòà çà ìàòå-
ìàòè÷íî ìàõàëî. Çà òåçè êîéòî èñêàò äà íàó÷àò ìàëêî ïî-âå÷å çà åëèïòè÷íè èíòåãðàëè ïðåïîðú÷âàì äà ïîãëåäíàò
ñëåäíèÿò ëèíê http://ed.quantum-bg.org/elliptic-integrals.pdf
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