
Åëåêòðîäèíàìèêà
Àíäîí Ðàíãåëîâ, êàáèíåò Â 40, åmail: rangelov@phys.uni-so�a.bg , èíòåðíåò ñòðàíèöà íà êóðñà http://ed.quantum-bg.org/

Óðàâíåíèÿòà íà Ìàêñóåë â äèôåðåíöèàëíà ôîðìà ñà :

∇⃗.D⃗ = ρ, (Gauss′s law)

∇⃗.B⃗ = 0, (Gauss′s law for magnetism)

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
, (Faraday′s law)

∇⃗ × H⃗ = j +
∂D⃗

∂t
, (Ampere′s law)

êúäåòî E⃗ å èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå, B⃗ å èíòåíçèòåòà íà ìàãíèòíîòî ïîëå, D⃗ å åëåêòðè÷íàòà èíäóêöèÿ
(D⃗ = ε0E⃗+P⃗ , P⃗ å âåêòîðà íà ïîëÿðèçàöèÿ, çà ëèíåéíè ñðåäè èìàìå D⃗ = εE⃗), H⃗ å ìàãíèòíàòà èíäóêöèÿ (H⃗ = B⃗/µ0−M⃗ ,

M⃗ å âåêòîðà íà ìàãíèòèçàöèÿ, çà ëèíåéíè ñðåäè èìàìå H⃗ = B⃗/µ), ρ å ïëúòíîñò íà ñâîáîäíèòå åëåêòðè÷íè çàðÿäè, j
å ïëúòíîñò íà åëåêòðè÷íèÿò òîê îò ñâîáîäíèòå çàðÿäè.
Çàäà÷è:
1.1 Òðúãâàéêè îò óðàâíåíèÿòà íà Ìàêñóåë íàìåðåòå óðàâíåíèÿòà êîèòî îïèñâàò ïðîìÿíàòà íà ïîëÿðèçàöèÿòà íà

ñâåòëèíåí ëú÷, êîéòî ñå ðàçïðîñòðàíÿâà â ïîñîêà z è å ìîíîõðîìàòè÷åí ñ ÷åñòîòà ω àêî: ëú÷úò ñå ðàçïðîñòðàíÿâà â
ñðåäà, êîÿòî íå å èçîòîïíà (äèåëåêòðè÷íàòà âúçïðèåì÷èâîñò ε̂ å òåíçîð).

1.2 Íàìåðåòå óðàâíåíèÿòà, êîèòî îïèñâàò íåëèíåéíèÿò ïðîöåñ íà ñóìèðàíå íà äâå ÷åñòîòè â òðåòà. Ïðåäïîëîæåòå
÷å èìàòå äâà êîëèíåàðíè ëú÷à ñ ÷åñòîòè ω1 è ω2, êîèòî ñå êîìáèíèðàò äî ÷åñòîòà ω3 = ω1 +ω2, â ñðåäà ñ êâàäðàòè÷íà
íåëèíåéíîñò.

1.3 Ïîëçâàéêè èçâåäåíèòå óðàâíåíèÿ îò ïðåäèøíàòà çàäà÷à, íàìåðåòå èíòåíçèòåòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå êàòî
ôóíêöèÿ íà äúëæèíàòà íà ïðîïàãèðàíåòî çà âòîðàòà õàðìîíè÷íà â ñëó÷àé íà ñðåäà â êîÿòî èçìèíåíèåòî íà ôàçîâàòà
ðàçëèêà íà âúëíîâÿ âåêòîðà å íóëà.

1.4 Ñèñòåìàòà îò äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ èçâåäåíè â 1.2 ñå ëèíåàðèçèðà ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å åäíî îò äâåòå
âõîäíèòå ïîëåòà å ñèëíî ñðàâíåíèå ñ äðóãîòî âõîäíî ïîëå è ñëåäîâàòåëíî íåãîâèÿò èíòåíçèòåò ïî÷òè íå ñå ìåíè ïî
âðåìå íà åâîëþöèÿòà. Òîâà ïðèáëèæåíèå äàâà âúçìîæíîñò çàäà÷àòà çà ñóìèðàíå íà ÷åñòîòè äà ñå ðåøè òî÷íî. Íàìåðåòå
èíòåíçèòåòà íà ñóìàðíîòî ïîëå, àêî èçìåíåíèåòî íà ôàçîâàòà ðàçëèêà íà âúëíîâèÿ âåêòîðà å íóëà çà ïðîöåñà (∆k = 0).

1.5 Îòíîâî ðàçãëåäàéòå ëèíåéíèÿò ðåæèì îò ïðåäèøíàòà çàäà÷à, íî çà ðàçëèêà îò ïðåäè âçåìåòå (∆k ̸= 0). Êàêâî
ùå ñå ñëó÷è àêî ðàçëèêàòà âúâ âúëíîâèòå âåêòîðè ñå ìåíè áàâíî îò ãîëÿìî îòðèöàòåëíî ÷èñëî äî ãîëÿìî ïîëîæèòåëíî
÷èñëî?

1.6 Ðåøåòå íåëèíåéíàòà ñèñòåìàòà îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò çàäà÷à 1.2 , àêî èçìåíåíèåòî íà ôàçîâàòà
ðàçëèêà íà âúëíîâèÿ âåêòîð å íóëà çà ïðîöåñà (∆k = 0).

Óïúòâàíå: Ïîëçâàéòå åëèïòè÷íèòå ôóíêöèè íà ßêîáè, êîèòî ñå äåôèíèðàò ÷ðåç îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà åëèïòè÷åí
èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä

cn (u, k) = cosϕ

sn (u, k) = sinϕ

dn (u, k) =

√
1− k2 sin2 ϕ

êúäåòî

ϕ = F−1 (u, k)

u = F (ϕ, k) =

∫ ϕ

0

dt√
1− k2 sin2 t

1.7
Èçïîëçâàéêè çàêîíà íà Îì â ìåòàëèòå (⃗j = σE⃗), óðàâíåíèåòî çà íåïðåêúñíàòîñò (∇⃗.⃗j = − ∂

∂tρ) è óðàâíåíèåòî

íà Ãàóñ â ëîêàëíà ôîðìà (∇⃗.
(
εE⃗
)

= ρ) ïîêàæåòå, ÷å ñâîáîäíè çàðÿäè ïîñòàâåíè âúðõó ïðîâîäíèêà ñå ðàçíàñÿò

åêñïîíåíöèàëíî áúðçî.
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1.8
Ñëåä êàòî ðàçáðàõìå, îò ïðåäèøíàòà çàäà÷à, ÷å ñâîáîäíèòå çàðÿäè ïîñòàâåíè âúðõó ìåòàëè ñå ðàçíàñÿò çà äîñòà-

òú÷íî êðàòêî âðåìå òî ìîæåì äà çàïèøåì óðàâíåíèÿòà íà Ìàêñóåë â ìåòàëè ïî ñëåäíèÿò íà÷èí:

∇⃗.E⃗ = 0, ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
,

∇⃗.B⃗ = 0, ∇⃗ × B⃗ = µσE⃗ + µε
∂E⃗

∂t
,

êúäåòî ñìå îò÷åëè: çàêîíà íà Îì j⃗ = σE⃗ è ëèíåéíèòå âðúçêè H⃗ = B⃗/µ, D⃗ = εE⃗. Íàìåðåòå âúëíîâèòå óðàâíåíèÿ

çà E⃗ è B⃗, êîéòî ñëåäâàò îò ãîðíèòå óðàâíåíèÿ íà Ìàêñóåë.
1.9
Èçïîëçâàéêè òåëåãðàôíèòå óðàâíåíèÿ îò ïðåäèøíàòà çàäà÷à:

∆E⃗ = µσ
∂E⃗

∂t
+ µε

∂2E⃗

∂t2
, ∆B⃗ = µσ

∂B⃗

∂t
+ µε

∂2B⃗

∂t2

ïîêàæåòå, ÷å òåçè óðàâíåíèÿ èìàò ðåøåíèÿ âúâ âèäà íà ïëîñêî ìîíîõðîìàòè÷íè âúëíè:

E⃗ (z, t) = E⃗0 exp [i (kz − ωt)] , B⃗ (z, t) = B⃗0 exp [i (kz − ωt)] ,

è íàìåðåòå k.
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Ðåøåíèÿ:

1.1 Òðúãâàìå îò óðàâíåíèÿ íà Ìàêñóåë

∇ · D⃗ = ρ ∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t

∇ · B⃗ = 0 ∇× H⃗ =
∂D⃗

∂t
+ J⃗

è ïðèåìàìå, ÷å íÿìàìå ñâîáîäíè çàðÿäè è òîêîâå (ρ = 0, J⃗ = 0).

Ïðèåìàìå, ÷å ìàòåðèàëà â êîéòî ñå ðàçïðîñòðàíÿâà ñâåòëèíàòà íå å ìàãíèòåí (µ ≈ 1)⇒ H⃗ = B⃗/µ0,

íî ñ÷èòàìå ÷å ìàòåðèàë å íåèçîòðîïåí D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ = ε0ε̂.E⃗ ⇒

∇ ·
(
ε̂.E⃗
)

= 0 ∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t

∇ · B⃗ = 0 ∇× B⃗ =
ε̂

c2
.
∂E⃗

∂t

Ïîëçâàéêè ∇×
(
∇× E⃗

)
= ∇

(
∇.E⃗

)
−∇2E⃗ ïîëó÷àâàìå

∇2E⃗ =
ε̂

c2
.
∂2E⃗

∂t2

Àêî ïðèåìåì, ÷å ÷åñòîòàòà íà ñâåòëèíàòà å ω è ñå ðàçïðîñòðàíÿâàò â ïîñîêà z òî èìàìå

E⃗ =

 Ax (z)
Ay (z)

0

 exp (ikz − iωt)

Íåêà çà ïðîñòîòà äà ïðèåìåì z çà åäíà îò îñíîâíèòå îñè íà òåíçîðà íà äèåëåêòðè÷íàòà âúçïðèåì÷èâîñò íà ñðåäàòà

ε̂ =

 εxx εxy 0
εxy εxx 0
0 0 εz


⇒

∂2

∂z2

 Ax (z) e
ikz−iωt

Ay (z) e
ikz−iωt

0

 =
1

c2

 εxx εxy 0
εxy εxx 0
0 0 εz

 .
∂2

∂t2

 Ax (z) e
ikz−iωt

Ay (z) e
ikz−iωt

0


ïèøåì óðàâíåíèåòî íà âúëíàòà êàòî äâå ñêàëàðíè óðàâíåíèÿ

∂2

∂z2
Ax + 2ik

∂

∂z
Ax − k2Ax = −ω2

c2
εxxAx − ω2

c2
εxyAy

∂2

∂z2
Ay + 2ik

∂

∂z
Ay − k2Ay = −ω2

c2
εxxAy −

ω2

c2
εyyAy

Â ïðèáëèæåíèå íà áàâíàòà âúëíà (slowly varying amplitude approximation)
∣∣∣ ∂2

∂z2Ax,y

∣∣∣ ≪ ∣∣ ∂
∂zAx,y

∣∣ ìîæå äà ïðåíåá-
ðåãíåì âòîðàòà ïðîèçâîäíà ñðàâíåíèå ñ ïúðâàòà ïðîèçâîäíà ⇒

2ik
∂

∂z
Ax =

(
k2 − ω2

c2
εxx

)
Ax − ω2

c2
εxyAy

2ik
∂

∂z
Ay = −ω2

c2
εxxAy +

(
k2 − ω2

c2
εyy

)
Ay

èìàéêè ïðåäâèä, ÷å k2 = ω2

c2 εz ⇒

i
∂

∂z

(
Ax

Ay

)
=

ω

2c
√
εz

(
εz − εxx −εxy
−εxy εz − εyy

)(
Ax

Ay

)
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Èçðàçÿâàéêè ñòîéíîñòè íà åëåêòðè÷íèÿò òåíçîð â òàêà èçáðàíàòà îòïðàâíà ñèñòåìà ÷ðåç ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà
åëåêòðè÷íèÿò òåíçîð (íàïðàâåòå ïîäðîáíî ñàìè) èìàìå:

εxx =
εx − εy

2
cos (2φ)

εyy =
εy − εx

2
cos (2φ)

εxy =
εy − εx

2
sin (2φ)

Òîãàâà ïîñëåäíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå å èäåíòè÷íî ñ íåñòàöèîíàðíîòî óðàâíåíèå íàØðüîäèíãåð çà êâàíòîâà
ñèñòåìà ñ äâå íèâà, íî âìåñòî âðåìåòî èìàìå êîîðäèíàòàòà z (÷ëåíúò ω

√
εz/2c å íåñúùåñòâåí è ìîæå äà ñå åëèìèíèðà

ïðè ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå Ax,y = Ãx,ye
iωz

√
εz/2c ïðîâåðåòå ñàìè):

i
∂

∂z

(
Ãx

Ãy

)
=

1

2

(
−∆ Ω
Ω ∆

)(
Ãx

Ãy

)
,

êúäåòî

Ω = η sin (2φ)

∆ = η cos (2φ)

η =
ω (εx − εy)

2c
√
εz

Çà âúëíîâè ïëàñòèíà èçáèðàìå φ = 45◦ ⇒

i
∂

∂z

(
Ãx

Ãy

)
=

1

2

(
0 η
η 0

)(
Ãx

Ãy

)
⇒

i
∂

∂z

(
Ãx + Ãy

)
=

η

2

(
Ãx + Ãy

)
i
∂

∂z

(
Ãx − Ãy

)
= −η

2

(
Ãx − Ãy

)
⇒

Ãx (z) =
1

2

(
Ãx (0) + Ãy (0)

)
e−iηz/2 +

1

2

(
Ãx (0)− Ãy (0)

)
eiηz/2

Ãy (z) =
1

2

(
Ãx (0) + Ãy (0)

)
e−iηz/2 − 1

2

(
Ãx (0)− Ãy (0)

)
eiηz/2

àêî ïúðâîíà÷àëíî èìàìå õîðèçîíòàëíà ïîëÿðèçàöèÿ (Ãx (0) = 1, Ãy (0) = 0) ⇒

Ãx (z) =
1

2
e−iηz/2 +

1

2
eiηz/2 = cos

(ηz
2

)
Ãy (z) =

1

2
e−iηz/2 − 1

2
eiηz/2 = −i sin

(ηz
2

)
åòî çàùî ìîæåì äà èìàìå íàêðàÿ âåðòèêàëíà ïîëÿðèçàöèÿ (

∣∣∣Ãy (z)
∣∣∣ = 1) àêî ηz

2 = π
2 èëè äÿñíî/ëÿâî êðúãîâà ïîëÿ-

ðèçàöèÿ (Ãx (z) = 1/2, Ãy (z) = ±i/2) àêî ηz
2 = ∓π

4 . Òîâà ñà òàêà íàðå÷åíèòå âúëíîâè ïëàñòèíêè (ëàìáäà èëè ëàìáäà/2).
Î÷åâèäíî âúëíîâà ïëàñòèíà êîÿòî ðàáîòè êàòî ëàìáäà/2 çà äåáåëèíà z è ÷åñòîòà ω íÿìà äà å ëàìáäà/2 çà ñúùàòà äåáå-
ëèíà è ðàçëè÷íà ÷åñòîòà ïîíåæå η(ω, εx (ω)−εy (ω) , εz (ω)). Íî ñ êîìáèíàöèÿ îò ëàìáäà ïëàñòèíè (ëàìáäà/2) ìîæå äà ñå
íàïðàâè åôåêòèâíà ëàìáäà/2 (ëàìáäà) ïëàñòèíà (çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ òîçè ëèíê http://arxiv.org/abs/1110.1289).

Èäåÿòà ñõåìàòè÷íî å äàäåíà ïî-äîëó:
Åâîëþöèîííàòà ìàòðèöà (ìàòðèöà íà Äæîíñ, Jones matrix) íàïèñàíà â áàçèñà îò ëÿâî-äÿñíî êðúãîâà ïîëÿðèçèðàíà

ñâåòëèíà å

Jθ(φ) =

[
cos (A/2) i sin (A/2) e2iφ

i sin (A/2) e−2iφ cos (A/2)

]
.
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êúäåòî A = 2πL(nf − ns)/λ, λ å âàêóóìíà äúëæèíà íà âúëíàòà, nf è ns ñà ïîêàçàòåëè íà ïðå÷óïâàíå çà áúðçà è
áàâíà îñ ñúîòâåòíî, à L äåáåëèíàòà íà ïëàñòèíàòà.

1/2 è 1/4 âúëíîâè ïëàñòèíè çàâúðòåíè íà úãúë φ, (λ/2)φ è (λ/4)φ, ñå îïèñâàò ñúîòâåòíî îò ñëåäíèòå ìàòðèöè Jφ(π)
è Jφ(π/2).

Òîãàâà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò N âúëíîâè ïëàñòèíè ùå èìàò îáù ïðîïàãàòîð, êîéòî ñå äàâà êàòî:

J(N) = JφN (AN )JφN−1 (AN−1) · · ·Jφ1 (A1) .

Ìúðçè ìå äà ïèøà òàêà, ÷å ùå ðàçâèÿ â ðåä íà Òåéëîð ëÿâàòà ñòðàíà è ùå ïîêàæà, ÷å èçáèðàéêè îïðåäåëåíè ñòîéíîñòè
íà φN ìîæå äà ñå çàíóëÿò ÷ëåíîâå äî ïðîèçâîëåí ïîðÿäúê â ðàçâèòèåòî íà ðåäà ⇒ èìàìå âúëíîâà ïëàñòèíà êîÿòî
çàâèñèìîñòòà îò ÷åñòîòàòà ìîæå äà ñå êîíòðîëèðà ñ ïðîèçâîëíà òî÷íîñò....

1.2 Òðúãâàìå îò óðàâíåíèÿ íà Ìàêñóåë

∇ · D⃗ = ρ ∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t

∇ · B⃗ = 0 ∇× H⃗ =
∂D⃗

∂t
+ J⃗

è ïðèåìàìå, ÷å íÿìàìå ñâîáîäíè çàðÿäè è òîêîâå (ρ = 0, J⃗ = 0).

Ïðèåìàìå, ÷å ìàòåðèàëà â êîéòî ñå ðàçïðîñòðàíÿâà ñâåòëèíàòà å íå ìàãíèòåí (µ ≈ 1)⇒ H⃗ = B⃗/µ0,

Ñúùî ïðèåìàìå, ÷å ñðåäàòà å èçîòîïíà (åëåêòðè÷íàòà âúçïðèåì÷èâîñò å ñêàëàð), íî íåëèíåéíà ñðåäà D⃗ = ε0E⃗+ P⃗
êúäåòî

P⃗ = P⃗ (1) + P⃗ (NL) = ε0κE⃗ + κ(2)E⃗2 + κ(3)E⃗3 + ...

⇒

D⃗ = D⃗(1) + P⃗ (NL)

D⃗(1) = (1 + κ) ε0E⃗ = εε0E⃗

∇ ·
(
D⃗
)

= 0 ∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t

∇ · B⃗ = 0 ∇× B⃗ = µ0
∂D⃗

∂t

Ïîëçâàéêè ∇×
(
∇× E⃗

)
= ∇

(
∇.E⃗

)
−∇2E⃗ ïîëó÷àâàìå

∇2E⃗ − 1

ε0c2
∂2D⃗

∂t2
= 0

èìàéêè ïðåäâèä, ÷å D⃗ = D⃗(1) + P⃗ (NL) = εε0E⃗ + P⃗ (NL) ⇒

∇2E⃗ − ε

ε0c2
∂2E⃗

∂t2
=

1

ε0c2
∂2P⃗ (NL)

∂t2

ïðèåìàéêè

E⃗ =
∑

E⃗l D⃗(1) =
∑
l

D⃗
(1)
l P⃗ (NL) =

∑
P⃗

(NL)
l

êúäåòî

El = Al exp (iklz − iωlt)

D
(1)
l = ε (ωl) ε0Al exp (iklz − iωlt)

êúäåòî kl = nlωl/c è nl =
√

ε (ωl)µ (ωl) ≈
√
ε (ωl)
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Çà òðèòå ÷åñòîòè èìàìå èíäåêñà l = 1, 2, 3 è ïèøåì âúëíîâî óðàâíåíèå çà åäèí îò èíäåêñèòå, äà ðå÷åì l = 3 ⇒[
∂2

∂z2
A3 + 2ik3

∂

∂z
A3 − k23A3 +

ω2
3

c2
ε (ω3)A3

]
exp (ik3z − iω3t) =

−2κ(2)ω2
3

c2
A1A2 exp (ik1z + ik2z − iω3t)

Â ïðèáëèæåíèå íà áàâíàòà âúëíà (slowly varying amplitude approximation)
∣∣∣ ∂2

∂z2Ax,y

∣∣∣≪ ∣∣ ∂
∂zAx,y

∣∣⇒
i
∂

∂z
A3 =

−κ(2)ω2
3

k3c2
A1A2 exp (ik1z + ik2z − ik3z)

Àíàëîãè÷íî çà l = 1, 2 ⇒

i
∂

∂z
A1 =

−κ(2)ω2
1

k1c2
A∗

2A3 exp (−ik1z − ik2z + ik3z)

i
∂

∂z
A2 =

−κ(2)ω2
2

k2c2
A∗

1A3 exp (−ik1z − ik2z + ik3z)

Ñëåä ñèìåòðèçèðàíå (íàïðàâåòå ñàìè ñèìåòðèçèðàíåòî êàòî ïîëîæèòå A1,2,3 =
ω1,2,3√
k1,2,3

Ã1,2,3) èìàìå:

i
∂

∂z
A1 = ΩA∗

2A3 exp (−i∆kz)

i
∂

∂z
A2 = ΩA∗

1A3 exp (−i∆kz)

i
∂

∂z
A3 = ΩA1A2 exp (i∆kz)

êúäåòî Ω = −κ(2)ω1ω2ω3√
k1k2k3c2

à ôàçîâàòà ðàçëèêà ∆k ñå äàâà êàòî ∆k = k1 + k2 − k3.

1.3 Â ñëó÷àé íà âòîðèÿ õàðìîíèê èìàìå A1 = A2 = Aω, A3 = A2ω êàêòî è ω1 = ω2 = ω, ω3 = 2ω ⇒

i
∂

∂z
Aω = ΩA∗

ωA2ω exp (−i∆kz)

i
∂

∂z
A2ω = ΩA2

ω exp (i∆kz)

Ïî óñëîâèå íà çàäà÷àòà ∆k = 0 ⇔ 2kω = k2ω (phase maching case) ⇒

i
∂

∂z
Aω = ΩA∗

ωA2ω

i
∂

∂z
A2ω = ΩA2

ω

Ñåãà íå å òðóäíî äà ñå ñúîáðàçè, ÷å ðåøåíèåòî íà òàçè ñèñòåìà ñå äàâà êàòî:

Aω (z) =
Aω (z = 0)

cosh (zΩ)

A2ω (z) = −iAω (z = 0) tanh (zΩ)

1.4 Òðúãâàìå îò ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ

i
d

dz
A1 = ΩA∗

2A3 exp [−i∆kz] ,

i
d

dz
A2 = ΩA∗

1A3 exp [−i∆kz] ,

i
d

dz
A3 = ΩA1A2 exp [i∆kz] .

è èçïîëçâàìå îò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà ∆k = 0, êàêòî è ôàêòà ÷å A1 = const ( d
dzA1 = 0)⇒
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0 = 0,

i
d

dz
A2 = Ω̃A3,

i
d

dz
A3 = Ω̃A2,

êúäåòî Ω̃ = ΩA1, òîãàâà ïîñëåäíèòå äâå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà ñúùàòà ñèñòåìà êàòî â çàäà÷à 1.1 è ëåñíî
ìîæå äà ñå èçïîëçâà ðåçóëòàòà îò òàì (ïîâòîðåòå ñàìè â êúùè).

1.5 Òðúãâàìå îò ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ

i
d

dz
A1 = ΩA∗

2A3 exp [−i∆kz] ,

i
d

dz
A2 = ΩA∗

1A3 exp [−i∆kz] ,

i
d

dz
A3 = ΩA1A2 exp [i∆kz] .

è èçïîëçâàìå îò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà, ÷å A1 = const ( d
dzA1 = 0)⇒

0 = 0,

i
d

dz
A2 = Ω̃A3 exp [−i∆kz] ,

i
d

dz
A3 = Ω̃A2 exp [i∆kz] ,

êúäåòî Ω̃ = ΩA. Ñåãà ïðàâèì ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå A2,3 = Ã2,3e
∓i∆kz/2 ⇒

i
d

dz

(
Ã2

Ã3

)
=

(
−∆ Ω
Ω ∆

)
︸ ︷︷ ︸

=Ĥ(z)

.

(
Ã2

Ã3

)
︸ ︷︷ ︸

=A⃗(z)

,

êúäåòî ñìå âúâåëè ∆ = ∆k/2. Íåêà ñåãà äà ìèíåì â ñîáñòâåí áàçèñ íà ìàòðèöàòà Ĥ (z). Âðúçêàòà ìåæäó íîâèÿò è
ñòàðèÿò áàçèñ å (

Ã2

Ã3

)
︸ ︷︷ ︸

=A⃗(z)

=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
︸ ︷︷ ︸

=R̂(θ(z))

.

(
C2

C3

)
︸ ︷︷ ︸

=C⃗(z)

,

êúäåòî tan 2θ = Ω/∆. Òîãàâà èìàìå

i
d

dz
A⃗ (z) = Ĥ (z) .A⃗ (z) ⇔ i

d

dz

[
R̂ (θ (z)) .C⃗ (z)

]
= Ĥ (z) .R̂ (θ (z)) .C⃗ (z)

⇒
i

[
d

dz
R̂ (θ (z))

]
.C⃗ (z) + iR̂ (θ (z)) .

d

dz
C⃗ (z) = Ĥ (z) .R̂ (θ (z)) .C⃗ (z)

⇒
i
d

dz
C⃗ (z) =

[
R̂−1 (θ (z)) Ĥ (z) .R̂ (θ (z))− iR̂−1 (θ (z))

d

dz
R̂ (θ (z))

]
.C⃗ (z)

íîâèÿò áàçèñ äèàãîíàëèçèðà ìàòðèöàòà Ĥ (z):

R̂−1 (θ (z)) Ĥ (z) .R̂ (θ (z)) =

(
−
√
Ω2 +∆2 0

0
√
Ω2 +∆2

)
.
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À ìàòðèöàòà −iR̂−1 (θ (z)) d
dz R̂ (θ (z)) å

−iR̂−1 (θ (z))
d

dz
R̂ (θ (z)) =

(
0 −idθdz
idθdz 0

)
.

⇒
i
d

dz

(
C2

C3

)
=

(
−
√
Ω2 +∆2 −idθdz
idθdz

√
Ω2 +∆2

)
.

(
C2

C3

)
,

èçâúí äèàãîíàëèòå åëåìåíòè ìîæå äà ïðåíåáðåãíåì ñïðÿìî äèàãîíàëèòå (òàêà íàðå÷åíàòà àäèàáàòíà åâîëþöèÿ)
àêî ∣∣∣∣dθdz

∣∣∣∣≪ ∣∣∣√Ω2 +∆2
∣∣∣

èëè îò äåôèíèöèÿòà íà úãúëà θ èìàìå

tan 2θ = Ω/∆ ⇒
2dθ
dz

cos2 2θ
=

∆dΩ
dz − Ωd∆

dz

Ω2 +∆2
⇒
∣∣∣∣∆dΩ

dz
− Ω

d∆

dz

∣∣∣∣≪ (
Ω2 +∆2

)3/2
êîãàòî ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ñå èçïúëíÿâà (èìàìå àäèàáàòíà åâîëþöèÿ) òî ìîæåì âåäíàãà äà ðåøèì ñèñòåìàòà

i
d

dz

(
C2

C3

)
=

(
−
√
Ω2 +∆2 0

0
√
Ω2 +∆2

)
.

(
C2

C3

)
,

ðåøåíèÿòà ñå äàâàò êàòî

C2 (z) = C2 (zi) exp

i
∫ z

zi

√
Ω2 (z′) + ∆2 (z′)dz′︸ ︷︷ ︸

=α

 ,

C3 (z) = C3 (zi) exp

−i

∫ z

zi

√
Ω2 (z′) + ∆2 (z′)dz′︸ ︷︷ ︸

=α

 ,

èëè ìîæå äà ãè äàäåì ÷ðåç ïðîïàãàòîðà U (z, zi)

Û (z, zi) =

(
exp (iα) 0

0 exp (−iα)

)
,

C⃗ (z) = Û (z, zi) .C⃗ (zi) .

èëè â ïúðâîíà÷àëíèÿò áàçèñ èìàìå

A⃗ (z) = R̂ (θ (z)) .C⃗ (z) = R̂ (θ (z)) .Û (z, zi) .C⃗ (zi) = R̂ (θ (z)) .Û (z, zi) .R̂
−1 (θ (z))︸ ︷︷ ︸ .A⃗ (zi)

=V̂ (z,zi)

ñåãà àêî âçåìåì ñëåäíîòî íà÷àëíî óñëîâèå (
Ã2 (zi)

Ã3 (zi)

)
=

(
1
0

)
,

òî çà èíòåíçèòåòà íà ÷åñòîòàòà ω3 èìàìå∣∣∣Ã3 (z)
∣∣∣2 =

∣∣∣V̂21 (z, zi)
∣∣∣2 =

1

2
− 1

2

∆ (z)∆ (zi)√
Ω2 (zi) + ∆2 (zi)

√
Ω2 (z) + ∆2 (z)

− 1

2

Ω (z)Ω (zi) cosα√
Ω2 (zi) + ∆2 (zi)

√
Ω2 (z) + ∆2 (z)

î÷åâèäíî ïðè |∆(zi)| ≫ |Ω(zi)|, |∆(z)| ≫ |Ω (z)| è åäíîâðåìåííî ñ òîâà ∆(z) .∆(zi) < 0 èìàìå
∣∣∣Ã3 (z)

∣∣∣2 = 1. Çà

ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ êúì çàäà÷àòà ìîæå äà ðàçëåäàòå ñëåäíèÿò ëèíê http://arxiv.org/abs/0805.1517.
1.6 Òðúãâàìå îò íåëèíåéíàòà ñèñòåìà îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, êîÿòî èçâåäîõìå â çàäà÷à 1.2

8



i
d

dz
A1 = ΩA∗

2A3 exp [−i∆kz] ,

i
d

dz
A2 = ΩA∗

1A3 exp [−i∆kz] ,

i
d

dz
A3 = ΩA1A2 exp [i∆kz] .

Â óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà èìàìå ∆k = k1 + k2 − k3 = 0 ⇒

i
d

dz
A1 = ΩA∗

2A3,

i
d

dz
A2 = ΩA∗

1A3,

i
d

dz
A3 = ΩA1A2.

Íèå ìîæå äà ïðèåìåì, ÷å A1 (0) è A2 (0) ñà ðåàëíè ÷èñëà, òîãàâà A1 (z) è A2 (z) ñà ðåàëíè, äîêàò A1 (z) å ÷èñòî
èìàãèíåðíî ÷èñëî è ñëåäîâàòåëíî ïîñëåäíèòå óðàâíåíèÿ ìîãàò äà áúäàò ïðåíàïèñàíè â ñëåäíàòà ôîðìà

d

dz
A1 (z) = −Ω(z)A2 (z)B3 (z) ,

d

dz
A2 (z) = −Ω(z)A1 (z)B3 (z) ,

d

dz
B3 (z) = Ω (z)A1 (z)A2 (z) ,

êúäåòî B3 (z) = iA3 (z). Îñâåí òîâà íåêà îòáåëåæèì ïðèëèêàòà íà ïîñëåäíèòå óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíèòå íà åëèï-
òè÷íèòå ôóíêöèè íà ßêîáè http://mathworld.wolfram.com/JacobiEllipticFunctions.html

d

dz
dn (z, k) = −k2sn (z, k) cn (z, k) ,

d

dz
cn (z, k) = −sn (z, k) dn (z, k) ,

d

dz
sn (z, k) = cn (z, k) dn (z, k) .

Ñåãà å ëåñíî äà ñå âèäè, ÷å ðåøåíèÿòà çà A1, A2, A3 ñå äàâàò êàòî

A1 (z) = dn

(∫ z

0

Ω(z′) dz′, k

)
,

A2 (z) = kcn

(∫ z

0

Ω(z′) dz′, k

)
,

A3 (z) = −iksn

(∫ z

0

Ω(z′) dz′, k

)
,

Ñòîéíîñòòà íà k íàìèðàìå îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ, ïðè óñëîâèå ÷å àìïëèòóäàòà íà íàïîìïâàùîòî ïîëå ñìå èçáðàëè çà
åäèíèöà

A1 (0) = dn (0, k) = 1,

A2 (0) = kcn (0, k) = k,

A3 (0) = −iksn (0, k) = 0,

⇒
k = A2 (0) .

1.7
Çàìåñòâàéêè çàêîíà íà Îì (⃗j = σE⃗) â óðàâíåíèåòî çà íåïðåêúñíàòîñò ⇒

∇⃗.⃗j = σ∇⃗.E⃗ = − ∂

∂t
ρ
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ñåãà îò óðàâíåíèåòî íà Ãàóñ

∇⃗.E⃗ =
ρ

ε

âçèìàìå ∇⃗.E⃗ ⇒
∂

∂t
ρ = −σ

ρ

ε
⇒

ρ (t) = ρ (0) exp

(
−σt

ε

)
1.8
Âçèìàìå ∇⃗× îò çàêîíà íà Ôàðàäåé (∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t )⇒

∇⃗×
(
∇⃗ × E⃗

)
= ∇⃗

(
∇⃗.E⃗

)
︸ ︷︷ ︸

=0

−∆E⃗ = −∇⃗ ×

(
∂B⃗

∂t

)
⇒

∆E⃗ =
∂

∂t

(
∇⃗ × B⃗

)
︸ ︷︷ ︸

=µσE⃗+µε ∂E⃗
∂t

= µσ
∂E⃗

∂t
+ µε

∂2E⃗

∂t2

îêîí÷àòåëíî èìàìå

∆E⃗ = µσ
∂E⃗

∂t
+ µε

∂2E⃗

∂t2

∆B⃗ = µσ
∂B⃗

∂t
+ µε

∂2B⃗

∂t2

òîâà ñà òàêà íàðå÷åíèòå òåëåãðàôíè óðàâíåíèÿ.
1.9
Çàìåñòâàìå ïëîñêèòå âúëíè îò âèäà:

E⃗ (z, t) = E⃗0 exp [i (kz − ωt)] ,

B⃗ (z, t) = B⃗0 exp [i (kz − ωt)] ,

Â òåëåãðàôíèòå óðàâíåíèÿ îò ïðåäèøíàòà çàäà÷à

∆E⃗ = µσ
∂E⃗

∂t
+ µε

∂2E⃗

∂t2

∆B⃗ = µσ
∂B⃗

∂t
+ µε

∂2B⃗

∂t2

⇒

−k2

 E0x

E0y

E0z

 exp [i (kz − ωt)] = −µσωi

 E0x

E0y

E0z

 exp [i (kz − ωt)]− µεω2

 E0x

E0y

E0z

 exp [i (kz − ωt)]

−k2

 B0x

B0y

B0z

 exp [i (kz − ωt)] = −µσωi

 B0x

B0y

B0z

 exp [i (kz − ωt)]− µεω2

 B0x

B0y

B0z

 exp [i (kz − ωt)]

⇒
k2 = µεω2 + iµσω

ñëåä êîðåíóâàíå ïîëó÷àâàìå:
k = ℜ (k) + iℑ (k) ,
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êúäåòî:

ℜ (k) = ω

√
µε

2

[√
1 +

( σ

εω

)
+ 1

]
,

ℑ (k) = ω

√
µε

2

[√
1 +

( σ

εω

)
− 1

]
.

⇒

E⃗ (z, t) = E⃗0 exp [−ℑ (k) z] exp [i (ℜ (k) z − ωt)] ,

B⃗ (z, t) = B⃗0 exp [−ℑ (k) z] exp [i (ℜ (k) z − ωt)] .

Òîåñò â ìåòàëèòå ñå ðàçïðîñòðàíÿâàò âúëíè, êîèòî çàòèõâàò íàâëèçàéêè â ìåòàëà. Çà èäåàëíè ìåòàëè èìàìå σ →
∞ ⇒ çà òÿõ ñëîÿò â êîéòî ïðîíèêâàò ìàãíèòíèòå è åëåêòðè÷íèòå ïîëåòà å íóëà.

Âçèìàìå ∇⃗.E⃗ = 0 è ∇⃗.B⃗ = 0 ⇒

∂Ex

∂x︸︷︷︸
=0

+
∂Ey

∂y︸︷︷︸
=0

+
∂Ez

∂z
= ikE0z exp [i (kz − ωt)] = 0,

∂Bx

∂x︸ ︷︷ ︸
=0

+
∂By

∂y︸︷︷︸
=0

+
∂Bz

∂z
= ikB0z exp [i (kz − ωt)] = 0

⇒

E0z = 0,

B0z = 0

ñåãà âçèìàìå äðóãèòå äâå óðàâíåíèÿ íà Ìàêñóåë ⇒

∇⃗× E⃗ =

∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ex Ey 0

∣∣∣∣∣∣ = −ikE0y exp [i (kz − ωt)] ex + ikE0x exp [i (kz − ωt)] ey + 0ez

−∂B⃗

∂t
= iωB0x exp [i (kz − ωt)] ex + iωB0y exp [i (kz − ωt)] ey + 0ez

⇒

−kE0y = ωB0x

kE0x = ωB0y

êîèòî ðàâåíñòâà ìîæåì äà çàïèøåì ñ åäíî âåêòîðíî ðàâåíñòâî îò âèäà:

B⃗0 =
k

ω

(
ez × E⃗0

)
,

ïîíåæå âúëíîâèÿò âåêòîð å êîìïëåêñåí òî åëåêòðè÷íîòî ïîëå å îòìåñòåíî ïî ôàçà ñïðÿìî ìàãíèòíîòî ïîëå

k = k̃0 exp (−iϕ) ,

B0 = B̃0 exp (−iδB) ,

E0 = Ẽ0 exp (−iδE) .

⇒

B̃0 exp (−iδB) =
k̃0 exp (−iϕ)

ω
Ẽ0 exp (−iδE)

⇒ δB − δE = ϕ
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