
 41

 Въпрос 13: Двоен интеграл 
 Дефиниция: нека е дадена функция ),( yxf  с дефиниционна област 

fDyx ∈),( . Разглеждаме разбиване τ  на дефиниционната област на n  
непресичащи се подобласти 
 nDDDD ∪∪∪= ....: 21τ , като 0)( =∩ ji DDμ ,  
където с )( iDμ е означена мярката (повърхнината) на i -тата подобласт от 
разбиването τ . Диаметър τδ  на разбиването τ  ще наричаме най-големият 
измежду диаметрите iδ  на отделните подобласти, т.е. ),...,,(max 21 nδδδδτ = .  
 За всяка от подобластите на разбиването избираме по една произволна 
точка iii D∈),( ηξ . 
 При крайно разбиване (разбиване с краен брой елементи) Римановата 
интегрална сума за тази функция ще бъде  

 ∑
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i
iiiii Dff

1
)(),(),,( μηξηξστ . 

 
 Определение: Казваме, че функцията ),( yxf  е интегруема в двумерна 
област 2ℜ∈∈ fDD , ако съществува границата, към която клони сумата 

),,( iif ηξστ  при неограничено нарастване на броя на елементите на разбиването, 
когато диаметъра на разбиването τδ  клони към нула, т.е. ако съществува 
границата  

∑
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 Големината на ),,( iif ηξστ  при 0→τδ , (ако съществува), се нарича двоен 
интеграл, и се бележи 
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*Допълнение: геометричен смисъл на двойния интеграл:  

Двойният интеграл ∫∫∫∫ ≡=
DD

dSyxfdydxyxfJ ),(),(  е равен 

числено на обема V  на вертикалното цилиндрично тяло, опиращо се 
в долната си основа на областта D  (областта на интегрирането), а 
отгоре ограничено от повърхността ),( yxfz = , определена за 

Dyx ∈),( . 
 От казаното става ясно, че двойният интеграл притежава 
следното свойство: ако областта на интегриране D  се разбие на две  
(или повече) непресичещи се подобласти 1D  и 2D , то в сила е 

равенството 
 ∫∫∫∫∫∫ +=

21

),(),(),(
DDD

dSyxfdSyxfdSyxf .  
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 Въпрос 14: Пресмятане на двоен интеграл 
 Нека най-напред разгледаме интеграционна област D , представляваща 
правоъгълник { }dxcbxayxdcbaD ≤≤≤≤=×= ,),(],[],[ . За двоен интеграл по 
такава област е в сила следното твърдение:  
 

Ако функцията ),( yxf  е интегруема в D  и за ∀x съществува 

)(),( xJdyyxf
d
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=∫ , то съществува и интегралът dxdyyxf
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Аналогично твърдение се получава, ако се „сменят”  местата на 

променливите x  и y  (т.е. yx ↔ ): 
 
Ако функцията ),( yxf  е интегруема в D  и за ∀у съществува 

)(),( yJdxyxf
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Следователно   ∫∫∫ ∫∫ ∫ ==
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 Разглежданията за интеграционна област 
D , представляваща правоъгълник, могат да се 
обобщят и за интеграционна област, 
представляваща криволинеен трапец с 
вертикални основи 
 { })()(;:),( xyxbxayxD ψϕ ≤≤≤≤= , 
където )(1 xy ϕ=  и )(2 xy ψ=  са две непрекъснати 

функции на x  в интервала ],[ ba . 

 Тогава ако съществува ∫
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  Задача 1:  да се реши двойния интеграл dydx
y
xJ

D
∫∫= 2

2

, където 

интеграционната област D  е ограничена от правите 2=x , xy =  и хиперболата 

1. =yx  (т.е. 
x

y 1
= ).  

Решение:  Пресечната точка В на правата xy =  и 
хиперболата 1. =yx  има абсциса 1=Bx  и ордината 

yyB ≡ , която е 1== BB xy  (или пък 1. =BB yx ), 
следователно т. )1,1(B . 

Очевидно тази област представлява 
криволинеен трапец с вертикални основи ( 1=x   и  2=x ) 

{ })()(;21:),( xyxxyxD ψϕ ≤≤≤≤= ,  

където 
x

xy 1)(1 =≡ϕ , а xxy =≡ )(2 ψ  са две непрекъснати функции на x  в 

интервала ]2,1[ .  
 Тогава за интеграла ще имаме 
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 Въпрос 15: Диференциални уравнения (само с отделящи се променливи) 
 Общият вид на едно ДУ (диференциално уравнение) от първи ред е 
 (1) 0),,( / =yyxF , 
или още, ако може да се реши относно производната /y  на неизвестната функция 

)(xyy = : 
 (2) ),(/ yxfy = . 

 Например: 22/ 1 yxy −−±= , или пък 
x

y 1/= , имащо решение 

Cxxy += ln)( . 
 
 Диференциални уравнения с отделящи се променливи 
 Общият им вид е 

 (3) 
)(
)(/

y
xy

ψ
ϕ

= . 
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 Решение: 
)(
)(

y
x

dx
dy

ψ
ϕ

=         ⇒         dxxdyy )()( ϕψ =    ∫  

 (4) ∫∫ += Cdxxdyy )()( ϕψ . 
 

  Пример 1: 
)1()1( yy

dy
xx

dx
−

=
−

. 

 Решение:  Съгласно (4) решението на това ДУ с отделящи се променливи е 

 ∫∫ +
−

=
−

C
yy

dy
xx

dx
)1()1(

. 

 Решаваме двата интеграла по еднотипен начин (внасяме най-напред 
интеграционната променлива под съответния диференциал): 
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12 , където xu =  и yv = . 

 Двата интеграла са таблични ξ
ξ
ξ arcsin

1 2
=

−
∫

d , следователно ще имаме 

следното решение на диференциалното уравнение: 
 Cyx += arcsin.2arcsin.2  
 

  Пример 2: 023
44 =−

x
dx

y
dy .    

 Решение: /44 23 Cdxxdyy += ∫∫ −−    ⇒    /
33

)3(
2

)3(
3 Cxy

+
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−−

   ⇒  
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xy
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≡=− /

33 332    ⇒    C
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=

−
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33 32   ⇒  

 ⇒    3333 32 yCxxy =− , което е крайното решение на диференциалното 
уравнение. 
 
 
  Пример 3: /ln yy = . 

 Решение: yey =/ , т.е. ye
dx
dy

=   ⇒   dx
e
dy

y =− , или още 



 45

 dxdye y =   ⇒    ∫∫ += Cdxdye y    ⇒   Cxe y +=  което е крайното решение 
на диференциалното уравнение. 


