
Тема 1. Линейни действия със свободни вектори 

Теория 

Линейните действия със свободни вектори са събиране на свободни вектори и ум-

ножение на свободен вектор с (реално) число. Правила за събиране на свободни 

вектори: 

 правило на триъгълника – събиране на вектори, за които краят на първия 

съвпада с началото на втория (фиг. 1)  

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⟺ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 правило на успоредника – събиране на вектори с общо начало (фиг. 2) 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟺ 𝑂𝐴𝐵𝐶 е успоредник 

 

Два свободни вектора 𝑎  и 𝑏⃗  са колинеарни, точно когато са линейно зависими, т.е.  

𝑏⃗ = 𝜆𝑎 ,  𝜆 ∈ 𝑅.  

Три свободни вектора в пространството са компланарни, точно когато са линейно 

зависими, т.е. поне един от тях може да се представи като линейна комбинация на 

останалите два.  

Всеки четири свободни вектора в геометричното векторно пространство са ли-

нейно зависими. 

 

Решени задачи 



Задача 1. Нека точката 𝑀 лежи на отсечката 𝐴𝐵, като я дели вътрешно в отноше-

ние 𝐴𝑀:𝑀𝐵 = 𝑚: 𝑛. Ако точката 𝑂 е произволна, докажете, че 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
𝑛𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑚𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝑛 + 𝑚
 . 

Като използвате горното равенство, докажете, че 𝑀  е среда на отсечката 𝐴𝐵 , 

точно когато 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 

Решение: 

От съотношението 𝐴𝑀:𝑀𝐵 = 𝑚:𝑛 се вижда, че е изпълнено 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑚

𝑛 +𝑚
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Тъй като имаме 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, то като заместим в горното ра-

венство, получаваме 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝑚

𝑛 +𝑚
(𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 −
𝑚

𝑛 +𝑚
)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝑚

𝑛 +𝑚
𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

𝑛𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑚𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝑛 + 𝑚
 . 

Ако 𝑀 е среда на отсечката 𝐴𝐵, тогава 𝑚 = 𝑛 = 1 и като заместим 𝑚 и 𝑛 в пос-

ледното равенство, получаваме 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 

Задача 2. Нека ∆𝐴𝐵𝐶 е произволен триъгълник и 𝑂 е произволна точка. Докажете 

еквивалентността на следните три условия:  

(a) точката 𝐺 е медицентър на ∆𝐴𝐵𝐶; 

(б) изпълнено е равенството 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ; 

(в) за вектора 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ е в сила представянето  

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗). 



Решение: 

Първо ще докажем, че от (a) следва (в). Точката 𝐺 е медицентър на ∆𝐴𝐵𝐶 ако тя е 

пресечна точка на медианите на триъгълника, освен това ги разделя в отношение 

2:1, считано от върховете. Нека 𝐶𝐶1 е една от медианите, тогава ще е изпълнено 

съотношението 𝐶𝐺: 𝐺𝐶1 = 2: 1. По силата на задача 1 ще имаме (𝑚 = 2 и 𝑛 = 1) 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

2

3
𝑂𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

Но тъй като точката 𝐶1 е среда на отсечката 𝐴𝐵, то ще следва (пак от задача 1) 

𝑂𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 

Като заместим 𝑂𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ от последното равенство в предпоследното равенство получа-

ваме 

𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

3
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗). 

Сега ще докажем, че от (в) следва (б). Горното равенство е изпълнено за произ-

волна точка 𝑂 (тя не е необходимо дори да принадлежи на равнината на ∆𝐴𝐵𝐶). 

Ако в него поставим 𝑂 ≡ 𝐺, тогава получаваме 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  (𝐺𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ).  

Накрая ще докажем, че от (б) следва (а). Векторното равенство 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

0⃗  е еквивалентно на векторното равенство 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. Нека точката 𝐷 (в рав-

нината на триъгълника) е така избрана, че четириъгълника 𝐺𝐴𝐷𝐵 е успоредник. 

Тогава (според правилото на успоредника) ще имаме 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. Така полу-

чаваме, че 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. Освен това в успоредника диагоналите взаимно се разполо-

вяват, следователно точка 𝐶1 (средата на 𝐴𝐵) ще бъде пресечната точка на диаго-

налите. Това показва, че 𝐶1 разполовява и диагонала 𝐺𝐷, следователно 

𝐺𝐶1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

2
𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

1

2
𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Това показва, че точката 𝐺 за която е изпълнено векторното равенство 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  трябва да лежи на медианата 𝐶𝐶1 и да я дели в отношение 2:1, считано от 

върха 𝐶, а доколкото този връх е избран произволно, то можем да считаме, че точ-

ката 𝐺 е медицентър на ∆𝐴𝐵𝐶. 

Задача 3. В четириъгълника 𝐴𝐵𝐶𝐷 точките 𝑀, 𝑁, 𝑃 и 𝑄 са средите съответно на 

страните 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 и 𝐷𝐴, а точките 𝐾 и 𝐿 са средите съответно на диагоналите 



𝐴𝐶 и 𝐵𝐷. Докажете, че отсечките 𝑀𝑃, 𝑁𝑄 и 𝐾𝐿 се пресичат в една точка и се раз-

половяват от нея. 

Решение: 

Нека точките 𝑂1 , 𝑂2  и 𝑂3  са среди съответно на отсечките 𝑀𝑃 , 𝑁𝑄  и 𝐾𝐿 . Ще 

трябва да докажем, че тези три точки съвпадат. 

Тъй като 𝑂1 е среда на 𝑀𝑃, то ще бъде в сила векторното равенство 

𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  =
1

2
(𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗). 

Но точките 𝑀 и 𝑃 са среди съответно на отсечките 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷, затова са изпълнени 

равенствата  

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)   и   𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

1

2
(𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ). 

Като заместим последните равенства в равенството за 𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  , получаваме 

𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  =
1

4
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ). 

Аналогично, за радиус-векторите на точките 𝑂2 и 𝑂3 можем да получим равенст-

вата 

𝑂𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

4
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )  и 𝑂𝑂3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

1

4
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ).  

Това показва, че 𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  = 𝑂𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑂𝑂3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , следователно 𝑂1 ≡ 𝑂2 ≡ 𝑂3 (знакът ≡ се из-

ползва за съвпадение, в случая, на точки). 

Задача 4. Нека 𝐴𝐵𝐶𝐷 е произволен четириъгълник и точката 𝑂 е произволна. Оз-

начаваме с 𝑀, 𝑁, 𝑃 и 𝑄 средите съответно на 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 и 𝐷𝐴. Нека точката 𝑂1 е 

симетрична на 𝑂 относно 𝑀, 𝑂2 е симетрична на 𝑂 относно 𝑁, 𝑂3 е симетрична на  

𝑂 относно 𝑃 и 𝑂4 е симетрична на 𝑂 относно 𝑄. Докажете, че фигурата 𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4 

е успоредник. 

Решение: 

Четириъгълникът 𝑂1𝑂2𝑂3𝑂4 ще бъде успоредник, точно когато е изпълнено век-

торното равенство 𝑂1𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂4𝑂3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 



Тъй като точката 𝑂1 е симетрична на 𝑂 относно 𝑀, то точките 𝑂, 𝑀 и 𝑂1 ще бъдат 

разположени на една права (в този ред) и 𝑂𝑀 = 𝑀𝑂1. На векторен език това озна-

чава, че е изпълнено равенството 𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  = 2𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . От друга страна, 𝑀 е среда на от-

сечката 𝐴𝐵, от което следва, че е изпълнено 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 

Като отчетем двете равенства, получаваме че 𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ . Аналогично, за 

другите точки  𝑂2, 𝑂3 и 𝑂4 получаваме равенствата 𝑂𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑂𝑂3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  и 𝑂𝑂4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗.  

Тогава, за 𝑂1𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ще имаме 

𝑂1𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑂2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑂𝑂1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  = (𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) − (𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 

а за   

𝑂4𝑂3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑂3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑂𝑂4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) − (𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Задача 5. Нека 𝐴𝐵𝐶𝐷  е успоредник. Точката 𝑀  лежи на страната 𝐴𝐵 , като 

𝐴𝑀:𝑀𝐵 = 1: 5 . Точката 𝑁 лежи на диагонала 𝐴𝐶, като 𝐴𝑁:𝑁𝐶 = 1: 6. Докажете, 

че точките 𝐷, 𝑁 и 𝑀 са колинеарни и намерете отношението 𝐷𝑁:𝑁𝑀. 

Решение: 

Избираме база 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎  и 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑏⃗ . Тогава от 𝐴𝑀:𝑀𝐵 = 1: 5 ще следва, че е изпъл-

нено векторното равенство  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

6
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

6
𝑎 . 

Аналогично, от 𝐴𝑁:𝑁𝐶 = 1: 6 ще следва, че 

𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

7
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1

7
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =

1

7
(𝑎 + 𝑏⃗ ). 

Сега изразяваме 𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  и 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ чрез векторите от базата: 

𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

7
(𝑎 + 𝑏⃗ ) − 𝑏⃗ =

1

7
𝑎 −

6

7
𝑏⃗ , 

𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
1

6
𝑎 −

1

7
(𝑎 + 𝑏⃗ ) =

1

42
𝑎 −

1

7
𝑏⃗ . 



От горните две равенства се вижда, че 𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 6𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗, което показва, че 𝐷, 𝑁 и 𝑀 са 

колинеарни и 𝐷𝑁:𝑁𝑀 = 6: 1. 

Задача 6. В ∆𝐴𝐵𝐶 точката 𝑀 е среда на 𝐴𝐵. Точките 𝑁 и 𝑃 лежат съответно на 

страните 𝐴𝐶  и 𝐵𝐶 , като 𝐴𝑁:𝑁𝐶 = 2: 1, а 𝐵𝑃: 𝑃𝐶 = 3: 2. Медианата 𝐶𝑀  пресича 

отсечката 𝑁𝑃 в точка 𝑄. Намерете отношенията, в които 𝑄 дели отсечките 𝐶𝑀 и 

𝑁𝑃. 

Решение: 

Избираме база 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎  и 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑏⃗ . Тогава от 𝐴𝑁:𝑁𝐶 = 2: 1 и 𝐵𝑃: 𝑃𝐶 = 3: 2 получа-

ваме съответно 

𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

3
𝑎    и   𝐶𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

2

5
𝑏⃗ . 

Точката 𝑄 = 𝐶𝑀 ∩ 𝑁𝑃 лежи на 𝐶𝑀. Това означава, че за някакво 𝜆 (неизвестно за-

сега) е в сила равенството 𝐶𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜆𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . Но 𝑀 е среда на 𝐴𝐵, следователно в сила е 

𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
(𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

2
(𝑎 + 𝑏⃗ ). Така получаваме 

𝐶𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝜆

2
𝑎 +

𝜆

2
𝑏⃗ . 

Същата точка 𝑄 лежи и на 𝑁𝑃, следователно за някакво 𝜇 (също неизвестно) ще е 

в сила 𝑁𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝜇𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . Тъй като  

𝑁𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ −
1

3
𝑎  и 𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐶𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐶𝑁⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

2

5
𝑏⃗ −

1

3
𝑎 , 

то ще имаме 

𝐶𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ −
1

3
𝑎 = 𝜇 (

2

5
𝑏⃗ −

1

3
𝑎 ) ⟹ 𝐶𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

1 − 𝜇

3
𝑎 +

2𝜇

5
𝑏⃗ . 

Сравняваме двата получени израза за 𝐶𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗: 

𝐶𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝜆

2
𝑎 +

𝜆

2
𝑏⃗ =

1 − 𝜇

3
𝑎 +

2𝜇

5
𝑏⃗ . 

Тъй като един вектор (в случая 𝐶𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗) притежава единствено представяне в дадена 

база, то (сравнявайки коефициентите пред базовите вектори 𝑎  и 𝑏⃗  съответно) по-

лучаваме 



𝜆

2
=
1 − 𝜇

3
   и   

𝜆

2
=
2𝜇

5
 . 

Това е система от две уравнения с две неизвестни (параметрите 𝜆 и 𝜇), чиито ре-

шения са 𝜆 =
4

11
 и 𝜇 =

5

11
. Така получаваме 

𝐶𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
4

11
𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    и   𝑁𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

5

11
𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

Последните две равенства показват, че са изпълнени съотношенията 𝐶𝑄:𝑄𝑀 =

4: 7 и 𝑁𝑄:𝑄𝑃 = 5: 6. 

 

Тема 2. Координатни системи 

Теория 

Координатна система в пространството 𝐾 = 𝑂𝑒1⃗⃗  ⃗𝑒2⃗⃗  ⃗𝑒3⃗⃗  ⃗ наричаме система от три 

ненулеви и линейно независими вектори 𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗ и 𝑒3⃗⃗  ⃗ с начало в точката 𝑂. Такава 

най-обща координатна система (без други ограничения) наричаме афинна. Съот-

ветно 𝐾 = 𝑂𝑒1⃗⃗  ⃗𝑒2⃗⃗  ⃗ е равнинна координатна система. Тогава един произволен вектор 

𝑝  се представя еднозначно като линейна комбинация на базовите вектори) 

𝑝 = 𝑥𝑒1⃗⃗  ⃗ + 𝑦𝑒2⃗⃗  ⃗ + 𝑧𝑒3⃗⃗  ⃗ 

и коефициентите в това представяне се наричат координати на вектора: 𝑥 – абс-

циса, 𝑦 – ордината и 𝑧 – апликата. 

Нека точките 𝐴 и 𝐵 са зададени с координатите си 𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) и 𝐵(𝑥𝐵 , 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵), т.е. 

радиус-векторите им 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  и 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  имат координатите − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴)  и 

𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝑥𝐵 , 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵). Тогава координатите на насочената отсечка 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ намираме по след-

ния начин 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥𝐵 , 𝑦𝐵 , 𝑧𝐵) − (𝑥𝐴, 𝑦𝐴, 𝑧𝐴) = (𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴, 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴). 

Средата 𝑀 на отсечката 𝐴𝐵 има координати 

𝑥𝑀 =
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵
2

,   𝑦𝑀 =
𝑦𝐴 + 𝑦𝐵
2

,   𝑧𝑀 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

. 

Ако точките 𝐴, 𝐵 и 𝐶 не са колинеарни и 𝐶(𝑥𝐶 , 𝑦𝐶 , 𝑧𝐶), то медицентъра 𝐺 на ∆𝐴𝐵𝐶 

има координати 



𝑥𝐺 =
𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶

3
,   𝑦𝐺 =

𝑦𝐴 + 𝑦𝐵 + 𝑦𝐶
3

,   𝑧𝐺 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
. 

Смяна на координатна система. Нека координатната система 𝐾 = 𝑂𝑒1⃗⃗  ⃗𝑒2⃗⃗  ⃗ е заме-

нена с друга координатна система 𝐾′ = 𝑂′𝑒1
′⃗⃗  ⃗𝑒2
′⃗⃗  ⃗ , като 𝑂′(𝑎, 𝑏) , 𝑒1

′⃗⃗  ⃗(𝑡11, 𝑡21)  и 

𝑒2
′⃗⃗  ⃗(𝑡12, 𝑡22) относно 𝐾. Формули за обща смяна на координатната система в равни-

ната 

(
𝑥
𝑦) = (

𝑡11 𝑡12
𝑡21 𝑡22

) (
𝑥′

𝑦′
) + (

𝑎
𝑏
). 

Транслация 

|
𝑥 = 𝑥′ + 𝑎
𝑦 = 𝑦′ + 𝑏

 

Ротация на ортонормирана координатна система на ъгъл 𝛼 

(
𝑥
𝑦) = (

cos 𝛼 −𝜀 sin 𝛼
sin 𝛼 𝜀 cos 𝛼

) (
𝑥′

𝑦′
), 

където 𝜀 = ±1, като при 𝜀 = +1 𝐾 и 𝐾′ са с еднаква ориентация, а при 𝜀 = −1 са 

противоположно ориентирани. 

Една координатна система се нарича ортонормирана, ако координатните ´и век-

тори имат дължини единица и са взаимноперпендикулярни. 

Координатната система, с която работим по подразбиране (освен ако не е споме-

нато друго), е дясна ортонормирана. 

Просто отношение на три точки върху една права. Простото отношение (𝐴𝐵𝐶) 

на точките 𝐴, 𝐵 и 𝐶, лежащи върху една права, се определя като реалното число 

λ, за което 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = λ𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. От последното равенство се вижда, че λ < 0, ако 𝐶 е вът-

решна за отсечката 𝐴𝐵 и λ > 0, ако 𝐶 е външна за отсечката 𝐴𝐵. Ако трите точки 

имат следните координати 𝐴(𝑎), 𝐵(𝑏), 𝐶(𝑐) относно дадена координатна система 

върху правата, то простото им отношение се пресмята чрез формулата 

𝜆 =
𝑐 − 𝑎

𝑐 − 𝑏
 . 

 

Решени задачи 

Задача 1. Дадени са точките:  



(a) 𝐴(6,0,1), 𝐵(−1,3,2), 𝐶(5,1, −3), 𝐷(6,1,3);  

(б) 𝐴(5,1,3), 𝐵(6,2,7), 𝐶(4,1,4), 𝐷(5,0, −2);  

(в) 𝐴(1,0,1), 𝐵(2,0,2), 𝐶(3,1,2), 𝐷(5,1,4) 

Да се изследва взаимното положение на правите 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 и в случай, че се преси-

чат, да се намерят координатите на пресечната им точка. 

Решение: 

(а) Допускаме, че правите се пресичат и 𝑀 = 𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷. Тъй като 𝑀 е от 𝐴𝐵, то ще 

съществува реално число 𝜆 , такова че 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜆𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ , следователно 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

𝜆(𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)  или 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝜆)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝜆)(6,0,1) + 𝜆(−1,3,2) = (6 −

7𝜆, 3𝜆, 1 + 𝜆). Аналогично, 𝑀 е от 𝐶𝐷 и за някаква стойност на 𝜇 ще бъде изпъл-

нено 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝜇)𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜇𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 − 𝜇)(5,1, −3) + 𝜇(6,1,3) = (5 + 𝜇, 1, −3 +

6𝜇). Тъй като точката 𝑀 (радиус-векторът 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) притежава еднозначни коорди-

нати, то ще бъдат изпълнени равенствата 

6 − 7𝜆 = 5 + 𝜇,   3𝜆 = 1,   1 + 𝜆 = −3 + 6𝜇. 

От второто уравнение получаваме 𝜆 =
1

3
 , а след заместване в първото уравнение - 

𝜇 = −
4

3
 . като заместим получените стойности на 𝜆 и 𝜇 получаваме грешно твър-

дение (
4

3
= −11), следователно системата е противоречива и правите не се преси-

чат. Тогава остават две възможности: да са успоредни или кръстосани. Ако са ус-

поредни, би трябвало векторите 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ да са колинеарни (координатите им да 

са пропорционални). Имаме 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1,3,2) − (6,0,1) = (−7,3,1) ; 

𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (6,1,3) − (5,1, −3) = (1,0,6). Тези вектори не са колинеарни, 

следователно, правите 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 са кръстосани. 

(б) 𝑀 ∈ 𝐴𝐵 ⟺ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝜆)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝜆)(5,1,3) + 𝜆(6,2,7) = (5 + 𝜆, 1 +

𝜆, 3 + 4𝜆) ; 𝑀 ∈ 𝐶𝐷 ⟺ (1 − 𝜇)𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜇𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 − 𝜇)(4,1,4) + 𝜇(5,0, −2) = (4 +

𝜇, 1 − 𝜇, 4 − 6𝜇). Получаваме системата 

5 + 𝜆 = 4 + 𝜇   1 + 𝜆 = 1 − 𝜇   3 + 4𝜆 = 4 − 6𝜇. 



От първите две уравнения получаваме 𝜆 = −
1

2
 и 𝜇 =

1

2
. Като заместим тези стой-

ности в третото уравнение, то се превръща в тъждество, което показва, че систе-

мата е съвместима определена. Като заместим 𝜆 = −
1

2
 в координатите на 𝑀, зави-

сещи от 𝜆, получаваме, че 𝑀 = 𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷 има координати (
9

2
,
1

2
, 1). 

(в) В този случай за базовите вектори 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ на правите получаваме 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ −

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2,0,2) − (1,0,1) = (1,0,1)  и 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (5,1,4) − (3,1,2) = (2,0,2) . 

Ясно е, че векторите са колинеарни: 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ и правите са успоредни или съв-

падат. Допускаме, че те съвпадат, тогава точката 𝐶 ще бъде от правата 𝐴𝐵 и за ня-

каква стойност на 𝜆 ще бъде изпълнено равенството 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝜆)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ или 

(3,1,2) = (1 − 𝜆)(1,0,1) + 𝜆(2,0,2) = (1 + 𝜆, 0,1 + 𝜆) . Ясно е, че това е невъз-

можно, следователно правите са успоредни. 

Задача 2. Дадени са точките:  

(a) 𝐴(1,0, −1), 𝐵(6,2,4), 𝐶(5,0, −3), 𝐷(5,2,1), 𝐸(−1,0,3);  

(б) 𝐴(1,2, −1), 𝐵(−5,3,3), 𝐶(5,1,1), 𝐷(0,1,4), 𝐸(4,2,2);  

(в) 𝐴(5,4,2), 𝐵(9,8,3), 𝐶(1,0,1), 𝐷(2,3,3), 𝐸(4,1,0).  

Да се изследва взаимното положение на правата 𝐴𝐵 и равнината 𝐶𝐷𝐸 и в случай, 

че се пресичат, да се намерят координатите на пресечната им точка. 

Решение: 

(a) Допускаме, че правата 𝐴𝐵 пробожда равнината 𝐶𝐷𝐸 и този пробод е точката 

𝑀  (𝑀 = 𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷𝐸 ). Доколкото 𝑀  е точка от правата 𝐴𝐵 , за нея е изпълнено 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝜆)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝜆)(1,0, −1) + 𝜆(6,2,4) = (1 + 5𝜆, 2𝜆, −1 + 5𝜆).  

Нека системата от вектори 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ образува база на равнината 𝐶𝐷𝐸. (Трябва да 

проверим, че тези вектори са неколинеарни: 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷(5,2,1) −

(5,0, −3) = (0,2,4), 𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1,0,3) − (5,0, −3) = (−6,0,6) – наистина 

са такива!). Тогава векторът 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ще се разлага еднозначно в тази база: 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =

𝜇𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜈𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜇(𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝜈(𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⟹ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝜇 −

𝜈)𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜇𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝜈𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝜇 − 𝜈)(5,0, −3) + 𝜇(5,2,1) + 𝜈(−1,0,3) = (5 −

6𝜈, 2𝜇,−3 + 4𝜇 + 6𝜈). Сравнявайки координатите на 𝑀 в тези две представяния, 

получаваме системата 

1 + 5𝜆 = 5 − 6𝜈, 2𝜆 = 2𝜇, −1 + 5𝜆 = −3 + 4𝜇 + 6𝜈  



От три уравнения за трите неизвестни 𝜆, 𝜇 и 𝜈. От второто уравнение получаваме 

𝜇 = 𝜆, а от първото - 𝜈 =
1

6
(4 − 5𝜆); заместваме 𝜇 и 𝜈 в третото уравнение и полу-

чаваме уравнение с едно неизвестно – 𝜆, от което намираме 𝜆 =
1

3
. Окончателно, 

решението на системата е 𝜆 = 𝜇 =
1

3
, 𝜈 =

7

18
. Следователно системата е съвмес-

тима определена и съществува единствена точка 𝑀 = 𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷𝐸. Нейните коор-

динати определяме като заместим 𝜆 =
1

3
 в първото представяне на 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , получа-

ваме 𝑀(
8

3
,
2

3
,
2

3
). 

(б) Ще имаме 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝜆)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝜆)(1,2, −1) + 𝜆(−5,3,3) = (1 −

6𝜆, 2 + 𝜆,−1 + 4𝜆)  и 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝜇 − 𝜈)𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜇𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝜈𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝜇 − 𝜈)(5,1,1) +

𝜇(0,1,4) + 𝜈(4,2,2) = (5 − 5𝜇 − 𝜈, 1 + 𝜈, 1 + 3𝜇 + 𝜈). Системата е 

1 − 6𝜆 = 5 − 5𝜇 − 𝜈, 2 + 𝜆 = 1 + 𝜈, −1 + 4𝜆 = 1 + 3𝜇 + 𝜈. 

От второто уравнение получаваме 𝜈 = 𝜆 + 1, а от първото - 𝜇 =
1

5
(3 + 5𝜆). Като 

заместим в третото уравнение, получаваме противоречие, следователно, систе-

мата е несъвместима и правата 𝐴𝐵 не пресича равнината 𝐶𝐷𝐸, това означава, че 

тя е успоредна на нея. 

(в) 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝜆)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝜆)(5,4,2) + 𝜆(9,8,3) = (5 + 4𝜆, 4 + 4𝜆, 2 + 𝜆) 

и 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝜇 − 𝜈)𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜇𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝜈𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝜇 − 𝜈)(1,0,1) + 𝜇(2,3,3) +

𝜈(4,1,0) = (1 + 𝜇 + 3𝜈, 3𝜇 + 𝜈, 1 + 2𝜇 − 𝜈). Системата е 

5 + 4𝜆 = 1 + 𝜇 + 3𝜈, 4 + 4𝜆 = 3𝜇 + 𝜈, 2 + 𝜆 = 1 + 2𝜇 − 𝜈. 

От първите две уравнения получаваме 𝜆 = 𝜈 − 1 и 𝜇 = 𝜈. Като заместим в третото 

уравнение, получаваме тъждество (изпълнено за всяка стойност на 𝜈), следова-

телно, системата е съвместима неопределена (с безброй много решения), като ре-

шенията зависят от един параметър (в случая 𝜈). Това показва, че правата 𝐴𝐵 се 

съдържа в равнината 𝐶𝐷𝐸. 

Задача 3. Относно дясно (положително) ориентирана координатна система 𝐾 =

𝑂𝑒1⃗⃗  ⃗𝑒2⃗⃗  ⃗ в равнината са дадени точките 𝑂′(2, −3), 𝐴1
′ (1,1), 𝐴2

′ (3, −6) и 𝑀(5,−1). 

Ако 𝑒1
′⃗⃗  ⃗ = 𝑂′𝐴1

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ и  𝑒2
′⃗⃗  ⃗ = 𝑂′𝐴2

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, да се определи:  

(a) ориентацията на координатната система 𝐾′ = 𝑂′𝑒1
′⃗⃗  ⃗𝑒2
′⃗⃗  ⃗;  

(б) координатите на 𝑀 относно 𝐾′. 

Решение: 



(a) ориентацията на координатната система 𝐾′ = 𝑂′𝑒1
′⃗⃗  ⃗𝑒2
′⃗⃗  ⃗ се определя от знакът на 

детерминантата на матрицата на прехода от база 𝐾 към база 𝐾′. Тази матрица 𝑇 

има за стълбове координатите на базовите вектори 𝑒1
′⃗⃗  ⃗ и 𝑒2

′⃗⃗  ⃗. Имаме 𝑒1
′⃗⃗  ⃗ = 𝑂′𝐴1

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

𝑂𝐴1
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  − 𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1,1) − (2, −3) = (−1,4) ; 𝑒2

′⃗⃗  ⃗ = 𝑂′𝐴2
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐴2

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (3, −6) −

(2,−3) = (1,−3). Тогава матрицата на прехода е 

𝑇 = (
−1 1
4 −3

), 

като детерминантата е |𝑇| = (−1)(−3) − 1 ∙ 4 = −1, следователно ориентацията 

се сменя. Тъй като ориентацията на старата координатна система 𝐾 е положи-

телна, то ориентацията на новата координатна система 𝐾′  е отрицателна (ляво 

ориентирана). 

(б) Координатите на 𝑀 относно 𝐾′ са (по дефиниция) коефициентите при разла-

гането на радиус-вектора 𝑂′𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   по базата 𝑒1
′⃗⃗  ⃗ и 𝑒2

′⃗⃗  ⃗ или 

𝑂′𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑥′𝑒1
′⃗⃗  ⃗ + 𝑦′𝑒2

′⃗⃗  ⃗ = 𝑥′(−1,4) + 𝑦′(1, −3) = (−𝑥′ + 𝑦′, 4𝑥′ − 3𝑦′). 

От друга страна, 𝑂′𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (5, −1) − (2,−3) = (3,2). 

Като сравним двете представяния на 𝑂′𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   получаваме системата 

|
−𝑥′ + 𝑦′ = 3

4𝑥′ − 3𝑦′ = 2
 

с решение 𝑥′ = 11 и 𝑦′ = 14. 

Задача 4. Относно координатна система 𝐾 = 𝑂𝑒1⃗⃗  ⃗𝑒2⃗⃗  ⃗ са дадени точките 𝐴(2,1) , 

𝐵(3,0) , 𝐶(1,4) . Да се намери координатна система 𝐾′ = 𝑂′𝑒1
′⃗⃗  ⃗𝑒2
′⃗⃗  ⃗, спрямо която 

𝐴(1,6), 𝐵(1,9), 𝐶(3,1).  

Решение: 

Нека координатите спрямо 𝐾 да са: 𝑂′(𝑎, 𝑏), 𝑒1
′⃗⃗  ⃗(𝑥, 𝑦), 𝑒2

′⃗⃗  ⃗(𝑧, 𝑡). Това, че 𝐴 има ко-

ординати (1,6) спрямо 𝐾′ означава, че е изпълнено равенството 

𝑂′𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 1𝑒1
′⃗⃗  ⃗ + 6𝑒2

′⃗⃗  ⃗ = 1(𝑥, 𝑦) + 6(𝑧, 𝑡) = (𝑥 + 6𝑧, 𝑦 + 6𝑡). 

От друга страна ще имаме 

𝑂′𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (2,1) − (𝑎, 𝑏) = (2 − 𝑎, 1 − 𝑏). 



Като сравним двете представяния на 𝑂′𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ получаваме уравненията 

𝑎 + 𝑥 + 6𝑧 = 2   и   𝑏 + 𝑦 + 6𝑡 = 1. 

Аналогично, за точка 𝐵 получаваме 

𝑂′𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 1𝑒1
′⃗⃗  ⃗ + 9𝑒2

′⃗⃗  ⃗ = 1(𝑥, 𝑦) + 9(𝑧, 𝑡) = (𝑥 + 9𝑧, 𝑦 + 9𝑡), 

𝑂′𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (3,0) − (𝑎, 𝑏) = (3 − 𝑎, −𝑏), 

𝑎 + 𝑥 + 9𝑧 = 3   и   𝑏 + 𝑦 + 9𝑡 = 0. 

За точка 𝐶 ще имаме 

𝑂′𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3𝑒1
′⃗⃗  ⃗ + 1𝑒2

′⃗⃗  ⃗ = 3(𝑥, 𝑦) + 1(𝑧, 𝑡) = (3𝑥 + 𝑧, 3𝑦 + 𝑡), 

𝑂′𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1,4) − (𝑎, 𝑏) = (1 − 𝑎, 4 − 𝑏), 

𝑎 + 3𝑥 + 𝑧 = 1   и   𝑏 + 3𝑦 + 𝑡 = 4. 

Получените 6 уравнения за 6 неизвестни 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 могат да се разглеждат като 

две системи – всяка с по три уравнения за три неизвестни. Първо разглеждаме 

системата за 𝑎, 𝑥, 𝑧: 

|
𝑎 + 𝑥 + 6𝑧 = 2
𝑎 + 𝑥 + 9𝑧 = 3
𝑎 + 3𝑥 + 𝑧 = 1

 

с разширена матрица 

(
1 1 6
1 1 9
1 3 1

|
2
3
1
). 

Сменяме местата на втория и трети ред и изваждаме първия ред от другите два, 

получаваме 

(
1 1 6
0 2 −5
0 0 3

|
2
−1
1
). 

Тази матрица е диагонализирана, от третия ред получаваме 𝑧 =
1

3
, от втория - 𝑥 =

1

3
 и от първия - 𝑎 = −

1

3
 . 

Аналогично разглеждаме системата за 𝑏, 𝑦, 𝑡: 



|

𝑏 + 𝑦 + 6𝑡 = 1
𝑏 + 𝑦 + 9𝑡 = 0
𝑏 + 3𝑦 + 𝑡 = 4

 

с разширена матрица 

(
1 1 6
1 1 9
1 3 1

|
1
0
4
). 

Тя се различава от другата само по последния стълб, затова след същите преобра-

зувания получаваме 

(
1 1 6
0 2 −5
0 0 3

|
1
3
−1
). 

От третия ред получаваме 𝑡 = −
1

3
, от втория - 𝑦 =

2

3
 и от третия - 𝑏 =

7

3
 . 

Окончателно получаваме 𝑂′ (−
1

3
,
7

3
), 𝑒1

′⃗⃗  ⃗ (
1

3
,
2

3
), 𝑒2

′⃗⃗  ⃗ (
1

3
, −

1

3
). 

Задача 5. Относно ортонормирана координатна система 𝐾 = 𝑂𝑒1⃗⃗  ⃗𝑒2⃗⃗  ⃗ е дадена точ-

ката 𝑀(2,−5). Да се намерят координатите на 𝑀 относно координатна система: 

(a) 𝐾′, получена чрез транслация на 𝐾, определена от вектора 𝑣 (−1,3);  

(б) 𝐾′′, получена чрез ротация на 𝐾′ с център 𝑂 и ъгъл 
𝜋

6
.  

(в) Намерете трансформационните формули, чрез които от 𝐾 се получава 𝐾′′ и об-

ратно. 

Решение: 

(a) Прилагаме формулите за транслация по вектор 𝑣 (−1,3): 

|
𝑥 = 𝑥′ − 1
𝑦 = 𝑦′ + 3

 

Тъй като 𝑥 = 2 и 𝑦 = −5, то получаваме 𝑥′ = 3 и 𝑦′ = −8. 

(б) Прилагаме формулите за ротация на ъгъл 𝛼 =
𝜋

6
 (cos

𝜋

6
=
√3

2
 , sin

𝜋

6
=
1

2
) 



(
𝑥′

𝑦′
) =

(

 
 
√3

2
−
1

2

1

2

√3

2 )

 
 
(
𝑥′′

𝑦′′
) 

или 

𝑥′ =
√3

2
𝑥′′ −

1

2
𝑦′′ 

𝑦′ =
1

2
𝑥′′ +

√3

2
𝑦′′. 

Ако използваме обратната матрица, получаваме 

𝑥′′ =
√3

2
𝑥′ +

1

2
𝑦′ 

𝑦′′ = −
1

2
𝑥′ +

√3

2
𝑦′ 

Тъй като 𝑥′ = 3 и 𝑦′ = −8, получаваме 𝑥′′ =
1

2
(3√3 − 8) и 𝑦′′ = −

1

2
(3 + 8√3). 

(в) Като заместим във формулите за транслацията 𝑥′ и 𝑦′ от формулите за ротаци-

ята, получаваме 

||
𝑥 =

√3

2
𝑥′′ −

1

2
𝑦′′ − 1

𝑦 =
1

2
𝑥′′ +

√3

2
𝑦′′ + 3

 

Ако във вторите формули за ротацията заместим 𝑥′ = 𝑥 + 1  и 𝑦′ = 𝑦 − 3  ще 

имаме 

𝑥′′ =
√3

2
(𝑥 + 1) +

1

2
(𝑦 − 3) =

√3

2
𝑥 +

1

2
𝑦 +

1

2
(√3 − 3) 

𝑦′′ = −
1

2
(𝑥 + 1) +

√3

2
(𝑦 − 3) = −

1

2
𝑥 +

√3

2
𝑦 −

1

2
(1 + 3√3). 

Задача 6. Дадени са точките 𝐴 (
7

2
) и 𝐶(−2). Намерете точка 𝐵(𝑥) от правата 𝐴𝐶, 

ако 𝐶 дели отсечката 𝐴𝐵 вътрешно в отношение 5: 2. 



Решение: 

Тъй като 𝐶 дели отсечката 𝐴𝐵 вътрешно в отношение 5: 2, ще имаме 

(𝐴𝐵𝐶) = −
5

2
 . 

От друга страна имаме 

(𝐴𝐵𝐶) =
𝑐 − 𝑎

𝑐 − 𝑏
=
−2 −

7
2

−2 − 𝑥
=

11

2(2 + 𝑥)
. 

Така, за определянето на неизвестното 𝑥 получаваме уравнението  

11

2(2 + 𝑥)
= −

5

2
⟹ 10 + 5𝑥 = −11 и 𝑥 = −

21

5
 . 

 

Тема 3. Метрични действия със свободни вектори 

Теория 

Скаларното произведение 𝑎 𝑏⃗  на свободните вектори 𝑎  и 𝑏⃗  се дефинира като ре-

алното число 

𝑎 𝑏⃗ = |𝑎 ||𝑏⃗ | cos∡(𝑎 , 𝑏⃗ ). 

Следователно за скаларния квадрат на вектора 𝑎  е изпълнено 𝑎 2 = |𝑎 |2. Евклидо-

вата дължина на вектора 𝑎  се определя от |𝑎 | = √𝑎 2. Скаларното произведение 

притежава следните свойства:  

•  𝑎 𝑏⃗ = 𝑏⃗  𝑎  (комутативност);  

•  (𝑎 + 𝑏⃗ )𝑐 = 𝑎 𝑐 + 𝑏⃗  𝑐  (дистрибутивност);  

•  (𝜆𝑎 )𝑏⃗ = 𝜆(𝑎 𝑏⃗ ) (хомогенност);  

•  𝑎 2 ≥ 0, 𝑎 2 = 0 ⟺ 𝑎 = 0⃗  (неотрицателност). 

Ъгъл между два вектора  



cos ∡(𝑎 , 𝑏⃗ ) =
𝑎 𝑏⃗ 

|𝑎 ||𝑏⃗ |
 . 

Необходимо и достатъчно условие скаларното произведение на два ненулеви век-

тора да е равно на нула е те да са перпендикулярни. 

Векторното произведение на свободните вектори 𝑎  и 𝑏⃗  е векторът 𝑎 × 𝑏⃗ , прите-

жаващ свойствата:  

(a) |𝑎 × 𝑏⃗ | = |𝑎 ||𝑏⃗ | sin ∡(𝑎 , 𝑏⃗ );  

(b) (𝑎 × 𝑏⃗ ) ⊥ 𝑎  и (𝑎 × 𝑏⃗ ) ⊥ 𝑏⃗ ;  

(c) ако 𝑎  и 𝑏⃗  са линейно независими, то 𝑎 , 𝑏⃗  и 𝑎 × 𝑏⃗  образуват дясно ориентирана 

база в тримерното пространство.  

Свойства на векторното произведение:  

•  𝑎 × 𝑏⃗ = −𝑏⃗ × 𝑎  (антикомутативност);  

•  (𝑎 + 𝑏⃗ ) × 𝑐 = 𝑎 × 𝑐 + 𝑏⃗ × 𝑐  (дистрибутивност);  

•  (𝜆𝑎 ) × 𝑏⃗ = 𝜆(𝑎 × 𝑏⃗ )  (хомогенност);  

•  (𝑎 × 𝑏⃗ ) × 𝑐 = 𝑎 𝑐 . 𝑏⃗ − 𝑏⃗ 𝑐 . 𝑎  и 𝑎 × (𝑏⃗ × 𝑐 ) = 𝑎 𝑐 . 𝑏⃗ − 𝑎 𝑏⃗ . 𝑐  (двойно векторно про-

изведение). 

От последното тъждество следва тъждеството на Якоби 

𝑎 × (𝑏⃗ × 𝑐 ) + 𝑏⃗ × (𝑐 × 𝑎 ) + 𝑐 × (𝑎 × 𝑏⃗ ) = 0⃗ . 

Необходимо и достатъчно условие векторното произведение на два ненулеви век-

тора да е равно на нула е те да са колинеарни. 

Смесеното произведение на свободните вектори 𝑎 , 𝑏⃗  и 𝑐  се дефинира чрез  

𝑎 𝑏⃗ 𝑐 = (𝑎 × 𝑏⃗ )𝑐 = 𝑎 (𝑏⃗ × 𝑐 ). 

Необходимо и достатъчно условие смесеното произведение на три ненулеви век-

тора да е равно на нула е те да са компланарни. 



Произведения в координати. Ако относно ортонормирана координатна система 

са дадени векторите 𝑎 (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), 𝑏⃗ (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) и 𝑐 (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3), то: 

𝑎 𝑏⃗ = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3, 𝑎 2 = 𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2, |𝑎 | = √𝑎1

2 + 𝑎2
2 + 𝑎3

2; 

𝑎 × 𝑏⃗ = (|
𝑎2 𝑎3
𝑏2 𝑏3

| , |
𝑎3 𝑎1
𝑏3 𝑏1

| , |
𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

|) = (𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2, 𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3, 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1); 

𝑎 𝑏⃗ 𝑐 = |

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑐1 𝑐2 𝑐3

|. 

Друга формула за пресмятане на векторното произведение: 

𝑎 × 𝑏⃗ = |
𝑒1⃗⃗  ⃗ 𝑒2⃗⃗  ⃗ 𝑒3⃗⃗  ⃗
𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3

| 

Геометрично приложение: 

(а) пресмятане на лицето на успоредник и триъгълник, определени от неколине-

арните вектори 𝑎  и 𝑏⃗  по формулите 

𝑆усп. = |𝑎 × 𝑏⃗ |,   𝑆∆ = |𝑎 × 𝑏⃗ |. 

(б) пресмятане на обема на паралелепипед и триъгълна пирамида (тетраедър), оп-

ределени от некомпланарните вектори 𝑎 , 𝑏⃗  и 𝑐  по формулите 

𝑉пар. = |𝑎 𝑏⃗ 𝑐 |, 𝑉тет. =
1

6
|𝑎 𝑏⃗ 𝑐 |. 

 

Решени задачи 

Задача 1. Пресметнете:  

(a) стойността на израза 𝑎 2 − √3𝑎 𝑏⃗ + 5𝑏⃗ 2 , ако |𝑎 | = 2, |𝑏⃗ | = 1, ∡(𝑎 , 𝑏⃗ ) = 300. ;  

(б) ъгъла между векторите 𝑎  и 𝑏⃗ , ако 𝑎 (1, −1,1), 𝑏⃗ (5,1,1);  

(в) вектора 𝑣 (𝑥, 𝑦), за който  𝑣 𝑎 = 13, 𝑣 𝑏⃗ = −3, ако 𝑎 (3, −1), 𝑏⃗ (−1,1);  

(г) вектора 𝑣 (𝑥, 𝑦, 𝑧), който |𝑣 | = 1, 𝑣 ⊥ 𝑎 , 𝑣 ⊥ 𝑏⃗ , ако 𝑎 (1, −1,1), 𝑏⃗ (5,1,1);  



(д) векторното произведение на 𝑎  и 𝑏⃗  и вектора (𝑎 + 𝑏⃗ ) × (𝑎 − 𝑏⃗ ), ако 𝑎 (1,2, −1), 

. 𝑏⃗ (2,1,3). 

Решение: 

(a) Имаме 𝑎 2 = |𝑎 |2 = 4 , 𝑎 𝑏⃗ = |𝑎 ||𝑏⃗ | cos ∡(𝑎 , 𝑏⃗ ) = 2.1.
√3

2
= √3 , 𝑏⃗ 2 = |𝑏⃗ |

2
= 1 , 

следователно 𝑎 2 − √3𝑎 𝑏⃗ + 5𝑏⃗ 2 = 4 − √3. √3 + 1 = 2. 

(б) Използваме формулата 

cos ∡(𝑎 , 𝑏⃗ ) =
𝑎 𝑏⃗ 

|𝑎 ||𝑏⃗ |
 . 

Пресмятаме 

𝑎 𝑏⃗ = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3 = 1.5 + (−1). 1 + 1.1 = 5, 

|𝑎 | = √𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2 = √12 + (−1)2 + 12 = √3, 

|𝑏⃗ | = √52 + 12 + 12 = √27 = 3√3. 

Като заместим във формулата, получаваме 

cos ∡(𝑎 , 𝑏⃗ ) =
𝑎 𝑏⃗ 

|𝑎 ||𝑏⃗ |
=

5

√3. 3√3
=
5

9
. 

Следователно, за търсения ъгъл 𝛾 получаваме 𝛾 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
5

9
 . 

(в) От 𝑣 𝑎 = 13 ще имаме 𝑣 𝑎 = (𝑥, 𝑦)(3, −1) = 3𝑥 − 𝑦 = 13; от 𝑣 𝑏⃗ = −3 получа-

ваме 𝑣 𝑏⃗ = (𝑥, 𝑦)(−1,1) = −𝑥 + 𝑦 = −3. Така за неизвестните координати 𝑥  и 𝑦 

на вектора 𝑣  получаваме системата 

|
3𝑥 − 𝑦 = 13
−𝑥 + 𝑦 = −3

 

с решение  𝑥 = 5, 𝑦 = 2, 𝑣 (5,2). 

(г) След като неизвестният вектор 𝑣  е перпендикулярен на двата (неколинеарни) 

вектора 𝑎  и 𝑏⃗ , то той ще е колинеарен на векторното им произведение, т.е. 

𝑣 = 𝜆(𝑎 × 𝑏⃗ ). 



Да пресметнем векторното произведение (𝑎 × 𝑏⃗ ): 

𝑎 × 𝑏⃗ = (|
𝑎2 𝑎3
𝑏2 𝑏3

| , |
𝑎3 𝑎1
𝑏3 𝑏1

| , |
𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

|) = (|
−1 1
1 1

| , |
1 1
1 5

| , |
1 −1
5 1

|) = (−2,4,6). 

(Може да проверим, че скаларните произведения на така получения вектор с 𝑎  и 

𝑏⃗  са нули.) Тогава ще имаме 𝑣 = 𝜆(𝑎 × 𝑏⃗ ) = 𝜆(−2,4,6) = (−2𝜆, 4𝜆, 6𝜆). Множи-

телят 𝜆 ще определим от условието |𝑣 | = 1. Ще имаме (−2𝜆)2 + (4𝜆)2 + (6𝜆)2 =

1 ⟹ 56𝜆2 = 1 ⟹ 𝜆 = ±
1

√56
= ±

1

2√14
 . така получаваме векторите 

𝑣 = ±
1

√14
(−1,2,3). 

(д) Пресмятаме векторното произведение 𝑎 × 𝑏⃗  

𝑎 × 𝑏⃗ = (|
𝑎2 𝑎3
𝑏2 𝑏3

| , |
𝑎3 𝑎1
𝑏3 𝑏1

| , |
𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

|) = (|
2 −1
1 3

| , |
−1 1
3 2

| , |
1 2
2 1

|)

= (7,−5,−3). 

Пресмятаме израза (𝑎 + 𝑏⃗ ) × (𝑎 − 𝑏⃗ ), използвайки свойствата на векторното про-

изведение: 

(𝑎 + 𝑏⃗ ) × (𝑎 − 𝑏⃗ ) = 𝑎 × 𝑎 − 𝑎 × 𝑏⃗ + 𝑏⃗ × 𝑎 − 𝑏⃗ × 𝑏⃗ . 

Горното равенство е следствие от дистрибутивността на векторното произведе-

ние. Тъй като произведение на колинеарни вектори е нула, то 𝑎 × 𝑎 = 𝑏⃗ × 𝑏⃗ = 0⃗ . 

От антикомутативността имаме 𝑏⃗ × 𝑎 = −𝑎 × 𝑏⃗ . Така окончателно получаваме 

(𝑎 + 𝑏⃗ ) × (𝑎 − 𝑏⃗ ) = −2(𝑎 × 𝑏⃗ ) = −2(7,−5,−3) = (−14,10,6). 

Задача 2. Нека 𝑀 и 𝑁 са средите съответно на диагоналите 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 на четириъ-

гълника 𝐴𝐵𝐶𝐷. През 𝐴 е прекарана права 𝑙, успоредна на 𝐶𝐷, и върху 𝑙  е взета 

точка 𝑃 такава, че  𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗. Намерете връзката между векторите 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, при 

която 𝐵𝑃 ⊥ 𝑀𝑁. 

Решение: 

Тъй като 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, то ще имаме 

𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 



Тъй като 𝑀 и 𝑁 са среди на 𝐴𝐶 и 𝐵𝐷 съответно, ще бъдат изпълнени векторните 

равенства 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   и   𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 

Тогава за 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ще имаме 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗). 

Но 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, следователно 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗). 

Условието 𝐵𝑃 ⊥ 𝑀𝑁 е еквивалентно на 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0. Но 

𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
1

2
(𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)(𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

2
(𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗2 − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2) =

1

2
(|𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗|

2
− |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|

2
). 

Така получаваме |𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2
= |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|

2
⟺ |𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|, т.е. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ са вектори с равни 

големини. 

Задача 3. Намерете дължината на ъглополовящата на вътрешния ъгъл при върха 

𝐴 в триъгълника 𝐴𝐵𝐶, ако 𝐴(−2,0), 𝐵(6,6) и 𝐶(1,−4). 

Решение: 

Нека 𝐿 е точката от страната 𝐴𝐵, така че 𝐴𝐿 да е вътрешната ъглополовяща. От 

една страна 𝐿 ще принадлежи на тази вътрешна ъглополовяща (като права). Нека 

𝑣 1 и 𝑣 2 са вектори, избрани по следния начин 

𝑣 1 =
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|
   и   𝑣 2 =

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

|𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|
 . 

Тогава 𝑣 1 и 𝑣 2 ще са единични вектори по правите 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 и вектора 𝑣 1 + 𝑣 2 ще 

бъде колинеарен с вътрешната ъглополовяща. Тогава за някаква стойност на 𝜆 ще 

имаме 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜆(𝑣 1 + 𝑣 2). Тъй като 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (6,6) − (−2,0) = (8,6) и 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1, −4) −

(−2,0) = (3,−4), ще имаме 

𝑣 1 =
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|
=

(8,6)

√82 + 62
=
1

10
(8,6) = (

4

5
,
3

5
), 



𝑣 2 =
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

|𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|
=

(3,−4)

√32 + (−4)2
=
1

5
(3,−4) = (

3

5
, −
4

5
), 

𝑣 1 + 𝑣 2 = (
4

5
,
3

5
) + (

3

5
,−
4

5
) = (

7

5
, −
1

5
) ,

𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜆(𝑣 1 + 𝑣 2) = 𝜆 (
7

5
,−
1

5
) = (

7𝜆

5
, −
𝜆

5
). 

От друга страна 𝐿 е точка от 𝐵𝐶, следователно за някаква стойност на 𝜇 е изпъл-

нено 𝐵𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜇𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟹ 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜇(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⟹ 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝜇)𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜇𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 −

𝜇)(8,6) + 𝜇(3,−4) = (8 − 5𝜇, 6 − 10𝜇). Така за двата параметъра 𝜆  и 𝜇  получа-

ваме системата (сравнявайки първите и вторите координати на двете представя-

ния на 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

7𝜆

5
= 8 − 5𝜇   и   −

𝜆

5
= 6 − 10𝜇 

с решения 𝜆 =
10

3
 и 𝜇 =

2

3
 . тогава получаваме 𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

14

3
, −

2

3
). Тогава за дължината на 

ъглополовящата на вътрешния ъгъл при върха 𝐴 намираме 

|𝐴𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √(
14

3
)
2

+ (−
2

3
)
2

=
1

3
√200 =

10

3
√2. 

Задача 4. Да се намери разстоянието от точка 𝐴(1,1) до правата, определена от 

точките 𝐵(−3,4) и 𝐶(13,−4). 

Решение: 

Нека 𝐷 е петата на перпендикуляра, спуснат от 𝐴 към 𝐵𝐶, тогава отсечката 𝐴𝐷 ще 

бъде височина в ∆𝐴𝐵𝐶 и ще бъде изпълнено 

𝑆∆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
|𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗||𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|. 

От друга страна имаме 

𝑆∆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|. 

Сравнявайки тези два израза за лицето на триъгълника, получаваме 



|𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| =
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|

|𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|
. 

Тъй като векторите 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−3,4) − (1,1) = (−4,3)  и 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (13,−4) − (1,1) =

(12,−5) са двумерни, а векторното произведение е операция, определена за три-

мерни вектори, допълваме векторите с трета координата нула - 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−4,3,0)  и 

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(12, −5,0). Тогава ще имаме 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,0, −16) и |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| = 16. За век-

тора 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  получаваме 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (13,−4) − (−3,4) = (16,−8) , |𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| =

√(16)2 + (−8)2 = √320 = 8√5. Така окончателно намираме 

|𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| =
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|

|𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|
=
16

8√5
=
2

√5
 . 

Задача 5. Дадени са точките 𝐴(0,0, −2, ), 𝐵(4,0, −4), 𝐶(2,0,0) и 𝐷(5,3, −3). Наме-

рете точките 𝑀 и 𝑁 съответно от правите 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 така, че правата 𝑀𝑁 да бъде ос 

на правите 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷. Намерете разстоянието между кръстосаните прави 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷. 

Решение: 

Да припомним, че ос на двойка кръстосани прави е права, перпендикулярна и на 

двете. 𝑀 ∈ 𝐴𝐵, тогава за някаква стойност на 𝜆 ще бъде в сила 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝜆)𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝜆)(0,0, −2, ) + 𝜆(4,0, −4) = (4𝜆, 0, −2 − 2𝜆). 

Аналогично, 𝑁 ∈ 𝐶𝐷, следователно, за някаква стойност на 𝜇 ще е изпълнено 

𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 − 𝜇)𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜇𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 − 𝜇)(2,0,0) + 𝜇(5,3, −3) = (2 + 3𝜇, 3𝜇,−3𝜇). 

Тогава за 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ще имаме 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (2 + 3𝜇, 3𝜇,−3𝜇) − (4𝜆, 0, −2 − 2𝜆)

= (2 + 3𝜇 − 4𝜆, 3𝜇,−3𝜇 + 2 + 2𝜆). 

Стойностите на параметрите 𝜆  и 𝜇  ще намерим от условията 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟺

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0  и 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟺ 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 . Тъй като 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (4,0, −4) − (0,0, −2, ) =

(4,0, −2) и 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (5,3, −3) − (2,0,0) = (3,3, −3), то ще имаме 

𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4. (2 + 3𝜇 − 4𝜆) + 0.3𝜇 − 2. (−3𝜇 + 2 + 2𝜆)

= 8 + 12𝜇 − 16𝜆 + 6𝜇 − 4 − 4𝜇 = 18𝜇 − 20𝜆 + 4 = 0, 



𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3. (2 + 3𝜇 − 4𝜆) + 3.3𝜇 − 3. (−3𝜇 + 2 + 2𝜆)

= 6 + 9𝜇 − 12𝜆 + 9𝜇 + 9𝜇 − 6 − 6𝜆 = 27𝜇 − 18𝜆 = 0. 

Така получихме системата 

|
18𝜇 − 20𝜆 + 4 = 0
27𝜇 − 18𝜆 = 0

 

с решения 𝜆 =
1

2
 и 𝜇 =

1

3
 . Като заместим намерените стойности на 𝜆 и 𝜇 в изразите 

за 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   и 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  съответно, получаваме 𝑀(2,0, −3) и 𝑁(3,1, −1). 

Действително, правите 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 са кръстосани – ако бяха успоредни, горната сис-

тема би имала безброй много решения, а ако бяха пресичащи се, тя не би прите-

жавала решение. Разстоянието между две кръстосани прави е дължината на оста-

отсечка, т.е. на 𝑀𝑁, и тъй като 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑁(3,1, −1) − (2,0, −3) = (1,1,2), то 

|𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √12 + 12 + 22 = √6 . 

Задача 6. Дадени са точките 𝐴(−1,2,3), 𝐵(0,4,4), 𝐶(2,0,2), 𝐷(−1,3,2). Намерете 

разстоянието от точката 𝐷 до равнината 𝐴𝐵𝐶. 

Решение: 

Разстоянието от точката 𝐷 до равнината 𝐴𝐵𝐶 е височината ℎ на триъгълната пи-

рамида 𝐴𝐵𝐶𝐷, ако 𝐴𝐵𝐶 е основата. В сила е формулата 

𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =
𝑆∆𝐴𝐵𝐶 ∙ ℎ

3
⟹ ℎ =

3𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷
𝑆∆𝐴𝐵𝐶

 . 

От друга страна, са изпълнени формулите 

𝑆∆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|   и   𝑉𝐴𝐵𝐶𝐷 =

1

6
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| =

1

6
|(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|. 

Така получаваме 

ℎ =
|(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|
. 

Имаме 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0,4,4) − (−1,2,3) = (1,2,1), 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2,0,2) − (−1,2,3) = (3, −2,−1), 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (−1,3,2) − (−1,2,3) = (0,1, −1),  



𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (|
2 1
−2 −1

| , |
1 1
−1 3

| , |
1 2
3 −2

|) = (0,4, −8), 

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √02 + 42 + (−8)2 = √80 = 4√5, 

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (0,4, −8)(0,1, −1) = 0 ∙ 0 + 4 ∙ 1 + (−8) ∙ (−1) = 12. 

ℎ =
|(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|
=
|12|

4√5
=
3

√5
 . 

Задача 7. Дадени са векторите 𝑎  и 𝑏⃗  и нека 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑎 × 𝑏⃗ ) × 𝑎  и 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑏⃗ . Намерете 

ъгъла между векторите 𝑎  и 𝑏⃗ , ако е известно, че |𝑎 | = |𝑏⃗ | = 1 и |𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | =
√13

4
, къ-

дето 𝐴𝑀 е медианата в ∆𝐴𝐵𝐶. 

Решение: 

За да опростим израза за 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ прилагаме първата формула за двойно векторно про-

изведение (𝑎 × 𝑏⃗ ) × 𝑐 = 𝑎 𝑐 . 𝑏⃗ − 𝑏⃗ 𝑐 . 𝑎  – в нея заменяме 𝑐  с 𝑎  и получаваме 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑎 × 𝑏⃗ ) × 𝑎 = 𝑎 𝑎 . 𝑏⃗ − 𝑏⃗ 𝑎.⃗⃗⃗  𝑎 = 𝑎 2. 𝑏⃗ − 𝑎 𝑏⃗ . 𝑎 . 

Заместваме 𝑎 2 = |𝑎 |2 = 1 , 𝑎 𝑏⃗ = |𝑎 ||𝑏⃗ | cos ∡(𝑎 , 𝑏⃗ ) = cos∡(𝑎 , 𝑏⃗ ) = 𝑥  (положили 

сме 𝑥 = cos ∡(𝑎 , 𝑏⃗ )): 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑏⃗ − 𝑥𝑎 . 

Тогава за 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  получаваме 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
1

2
(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

1

2
(𝑏⃗ − 𝑥𝑎 + 𝑏⃗ ) = 𝑏⃗ −

𝑥

2
𝑎 . 

Тогава ще имаме 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = (𝑏⃗ −
𝑥

2
𝑎 )

2

= 𝑏⃗ 2 − 𝑥𝑎 𝑏⃗ +
𝑥2

4
𝑎 2. 

В последната формула заместваме 𝑏⃗ 2 = |𝑏⃗ |
2
= 1, 𝑎 𝑏⃗ = 𝑥, 𝑎 2 = 1 и получаваме 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 1 − 𝑥2 +
𝑥2

4
= 1 −

3

4
𝑥2. 

От друга страна имаме 



𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = |𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |
2
= (

√13

4
)

2

=
13

16
 . 

Сравняваме двата резултата за 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 и получаваме 

1 −
3

4
𝑥2 =

13

16
⟺ 𝑥2 =

1

4
 и 𝑥 = ±

1

2
. 

Така намираме, че 𝑥 = cos ∡(𝑎 , 𝑏⃗ ) = ±
1

2
 , което показва, че ъгъла между векто-

рите 𝑎  и 𝑏⃗  е 600 или 1200. 

Задача 8. Да се докаже, че ако 𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑎 , 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑎 × 𝑏⃗  и 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑎 × 𝑏⃗ ) × 𝑐 , то тетра-

едърът 𝐴𝐵𝐶𝐷 има обем 

𝑉 =
1

6
|𝑎 𝑐 |(𝑎 × 𝑏⃗ )

2
. 

Решение: 

Съгласно формулата за обем на тетраедър обемът ще възлиза на 

𝑉 =
1

6
|𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| =

1

6
|(𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| =

1

6
|(𝑎 × (𝑎 × 𝑏⃗ )) ((𝑎 × 𝑏⃗ ) × 𝑐 )|. 

(в горния израз имаме две двойни векторни произведения 𝑎 × (𝑎 × 𝑏⃗ ) и (𝑎 × 𝑏⃗ ) ×

𝑐 , които са в скаларно произведение помежду си). За да преобразуваме първото от 

тях, ще използваме втората формула за двойно векторно произведение 𝑎 ×

(𝑏⃗ × 𝑐 ) = 𝑎 𝑐 . 𝑏⃗ − 𝑎 𝑏⃗ . 𝑐 , като заместваме 𝑏⃗  с 𝑎  и 𝑐  с 𝑏⃗ . Получава се 

𝑎 × (𝑎 × 𝑏⃗ ) = 𝑎 𝑏⃗ . 𝑎 − 𝑎 𝑎 . 𝑏⃗ = 𝑎 𝑏⃗ . 𝑎 − 𝑎 2𝑏⃗ . 

Първата формула за двойно векторно произведение я прилагаме директно: 

(𝑎 × 𝑏⃗ ) × 𝑐 = 𝑎 𝑐 . 𝑏⃗ − 𝑏⃗ 𝑐 . 𝑎 . 

Заместваме получените изрази във формулата за 𝑉 

𝑉 =
1

6
|(𝑎 𝑏⃗ . 𝑎 − 𝑎 2. 𝑏⃗ )(𝑎 𝑐 . 𝑏⃗ − 𝑏⃗ 𝑐 . 𝑎 )|

=
1

6
|𝑎 𝑏⃗ ∙ 𝑎 𝑐 ∙ 𝑎 𝑏⃗ − 𝑎 𝑏⃗ ∙ 𝑏⃗ 𝑐 ∙ 𝑎 2 − 𝑎 2 ∙ 𝑎 𝑐 ∙ 𝑏⃗ 2 + 𝑎 2 ∙ 𝑏⃗ 𝑐 ∙ 𝑎 𝑏⃗ |. 



Второто и четвъртото събираемо в горната сума са равни помежду си, но с обратен 

знак, затова ги съкращаваме и получаваме 

𝑉 =
1

6
|𝑎 𝑏⃗ ∙ 𝑎 𝑐 ∙ 𝑎 𝑏⃗ − 𝑎 2 ∙ 𝑎 𝑐 ∙ 𝑏⃗ 2| =

1

6
|𝑎 𝑐 ((𝑎 𝑏⃗ )

2
− 𝑎 2 ∙ 𝑏⃗ 2)|

=
1

6
|𝑎 𝑐 | |(𝑎 𝑏⃗ )

2
− 𝑎 2 ∙ 𝑏⃗ 2|. 

Остава да преобразуваме израза (𝑎 𝑏⃗ )
2
− 𝑎 2 ∙ 𝑏⃗ 2 = (|𝑎 ||𝑏⃗ | cos 𝛾)

2
− |𝑎 |2|𝑏⃗ |

2
=

|𝑎 |2|𝑏⃗ |
2
cos2𝛾 − |𝑎 |2|𝑏⃗ |

2
= |𝑎 |2|𝑏⃗ |

2
(cos2𝛾 − 1) = −|𝑎 |2|𝑏⃗ |

2
𝑠𝑖𝑛2𝛾 =

−(|𝑎 ||𝑏⃗ | sin 𝛾)
2
= −|𝑎 × 𝑏⃗ |

2
. Като заместим преобразувания израз във формулата 

за 𝑉, получаваме формулата, която трябва да се докаже. 

 

Тема 4. Уравнения на права и окръжност в равнината 

Теория 

Уравнения на права в най-обща (афинна) координатна система. Нека правата 

𝑙 е зададена с колинеарен вектор 𝑙 (𝑙1, 𝑙2) и произволна точка от нея 𝑀0(𝑥0, 𝑦0). То-

гава ако 𝑀(𝑥, 𝑦) е произволна точка от правата, ще имаме 𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝜆𝑙  (където 𝜆 е 

произволно реално число) или 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑂𝑀0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝑙 . 

Това уравнение се нарича векторно параметрично уравнение на права. То задава 

взаимно еднозначно съответствие между множеството от точките от 𝑙 и множест-

вото ℝ на реалните числа – за всяка точка 𝑀 ∈ 𝑙 съществува единствено 𝜆 ∈ ℝ и 

за всяко число 𝜆 ∈ ℝ съществува единствена точка 𝑀 ∈ 𝑙, така че да е верен гор-

ния запис. 

Ако запишем горното равенство в координати, получаваме 

(𝑥, 𝑦) = (𝑥0, 𝑦0) + 𝜆(𝑙1, 𝑙2) 

или 

|
𝑥 = 𝑥0 + 𝜆𝑙1
𝑦 = 𝑦0 + 𝜆𝑙2.

 

Това е скаларно параметричното уравнение на права. 



Ако изразим параметъра 𝜆, ще имаме 

(𝜆 =)
𝑥 − 𝑥0
𝑙1

=
𝑦 − 𝑦0
𝑙2

− 

канонично уравнение на права. В горния израз не трябва да смятаме, че се дели на 

𝑙1 и 𝑙2 – те са координатите на колинеарен вектор, затова едно от тях (но не и 

двете) може да е нула.  

Ако правата е зададена с две свои точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) и 𝑀1(𝑥1, 𝑦1), то можем да смя-

таме, че 𝑙 = 𝑀0𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, тогава ще имаме  

𝑥 − 𝑥0
𝑥1 − 𝑥0

=
𝑦 − 𝑦0
𝑦1 − 𝑦0

− 

това е уравнение на права през две точки. 

Ако тези две точки са пресечните точки на правата 𝑙 с абсцисата и ординатата съ-

ответно, т.е. 𝑀0(𝑝, 0), 𝑀1(0, 𝑞), от горното уравнение получаваме 

𝑥

𝑝
+
𝑦

𝑞
= 1 − 

отрезово уравнение на права (числата 𝑝 и 𝑞 се наричат отрези на правата със съ-

ответните оси). 

Уравнения на права в ортонормирана координатна система. Нека правата 𝑙 е 

зададена с нормален вектор 𝑛𝑙⃗⃗  ⃗(𝐴, 𝐵) (такъв е всеки вектор, перпендикулярен на 

правата) и произволна точка от нея 𝑀0(𝑥0, 𝑦0). Тогава ако 𝑀(𝑥, 𝑦) е произволна 

точка от правата, ще имаме 

𝑛𝑙⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⟺ 𝑛𝑙⃗⃗  ⃗𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0. 

Това записано в координати изглежда така 

𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) = 0 − 

уравнение на права по точка и нормала (само при ортонормирана к. с. скаларното 

произведение е равно на сумата от произведенията на координатите!). след разк-

риване на скобите получаваме 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 − (𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0) = 0. 

Полагаме 𝐶 = −(𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0) и получаваме общото уравнение на права 



𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0. 

Това е най-важното уравнение на права в равнината. Когато срещнем израза „да 

се намери правата“, трябва да намерим общото ѝ уравнение. 

Ако в ортонормирана координатна система правата 𝑙  има колинеарен вектор 

𝑙 (𝑙1, 𝑙2) , то вектор с координати (−𝑙2, 𝑙1)  е нормален и обратно – ако вектора 

𝑛𝑙⃗⃗  ⃗(𝐴, 𝐵) е нормален, то вектор с координати (−𝐵, 𝐴) е колинеарен. 

Общо уравнение, при което нормалният вектор е нормиран (с единична големина) 

се нарича нормално уравнение на права. То има вида 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶

√𝐴2 + 𝐵2
= 0. 

Обикновено се използва за намиране на разстояние от точка до права. Нека точ-

ката е 𝑁(𝑥′, 𝑦′), тогава разстоянието 𝛿(𝑁; 𝑙) от точката 𝑁  до правата 𝑙  се прес-

мята, като в лявата страна на нормалното ѝ уравнение заместим 𝑥 и 𝑦 с 𝑥′ и 𝑦′ съ-

ответно: 

𝛿(𝑁; 𝑙) =
|𝐴𝑥′ + 𝐵𝑦′ + 𝐶|

√𝐴2 + 𝐵2
 . 

Уравнението 

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑞 

се нарича декартово уравнение на права. Геометричното значение на коефициен-

тите е следното: 𝑘 = 𝑡𝑔𝛼, 𝛼 ъгълът, който правата сключва с положителната по-

сока на оста 𝑂𝑥, а 𝑞 е отреза с оста 𝑂𝑦. Уравнението  

𝑦 − 𝑦0 = 𝑘(𝑥 − 𝑥0) 

е уравнение на права по точка и ъглов коефициент. 

Две прави в равнината. Разглеждаме правите 𝑙1 и 𝑙2 с общи уравнения 

𝑙1: 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0   и   𝑙2: 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0. 

Възможни са три случая 

1) при 
𝐴1

𝐴2
=
𝐵1

𝐵2
=
𝐶1

𝐶2
 правите съвпадат, т.е. 𝑙1 ≡ 𝑙2; 

2) при 
𝐴1

𝐴2
=
𝐵1

𝐵2
≠
𝐶1

𝐶2
 правите са успоредни, т.е. 𝑙1 ∥ 𝑙2; 



3) при 
𝐴1

𝐴2
≠
𝐵1

𝐵2
 правите се пресичат, т.е. 𝑙1 ∩ 𝑙2 = 𝑆. 

В случай на пресичане под сноп прави през т. 𝑆 разбираме множеството от всички 

прави, минаващи през точката 𝑆. Тогава чрез уравнението 

𝜆(𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1) + 𝜇(𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2) = 0 

се задават всички прави от този сноп. 

Окръжност в равнината. Една окръжност 𝑘 се задава чрез центъра си 𝐶(𝑥0, 𝑦0) 

и радиуса си 𝑟. Ако 𝑀(𝑥, 𝑦) е произволна точка от окръжността 𝑘(𝐶; 𝑟), то ще е 

изпълнено 

|𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | = 𝑟 ⟺ 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 𝑟2 ⟺ (𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 = 𝑟2 − 

това е каноничното уравнение на окръжност. 

Въпросът кога изразът  

𝑥2 + 𝑦2 +𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 + 𝑝 = 0 

задава окръжност се решава по следния начин: допълва се до точен квадрат 

𝑥2 + 2 ∙
𝑚

2
𝑥 +

𝑚2

4
−
𝑚2

4
+ 𝑦2 + 2 ∙

𝑛

2
𝑦 +

𝑛2

4
−
𝑛2

4
+ 𝑝 = 0 

(𝑥 +
𝑚

2
)
2

+ (𝑦 +
𝑛

2
)
2

=
𝑚2

4
+
𝑛2

4
− 𝑝. 

Така получаваме, че необходимото и достатъчно условие 𝑥2 + 𝑦2 +𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 +

𝑝 = 0 да задава окръжност е 
𝑚2

4
+
𝑛2

4
− 𝑝 > 0. Тогава имаме окръжност с център 

𝐶 (−
𝑚

2
, −

𝑛

2
) и радиус 𝑟 = √

𝑚2

4
+
𝑛2

4
− 𝑝 . 

 

Решени задачи 

Задача 1. Намерете уравнението на правата:  

(a) през точката 𝑀(1, −1), сключваща ъгъл 1350 с оста 𝑂𝑥;  

(б) през точката 𝑁(3,−1), успоредна на оста 𝑂𝑥;  



(в) пресичаща осите 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦 съответно в точките 𝐴(2,0), 𝐵(0, −5);  

(г) минаваща през точките 𝑀1(−4,−6) и 𝑀2(2,3);  

(д) през точката 𝑀(1,−1), успоредна на правата 𝑝: 3𝑥 − 𝑦 + 3 = 0;  

(е) през точката 𝑃(−3,4), перпендикулярна на правата 𝑞: 11𝑥 + 8𝑦 − 4 = 0. 

Решение: 

(a) Ще използваме уравнението на права по точка и ъглов коефициент. Тъй като 

правата сключва ъгъл 1350 с оста 𝑂𝑥 ще имаме 𝑘 = 𝑡𝑔𝛼 = 𝑡𝑔1350 = −1. Тогава 

получаваме 

𝑦 − (−1) = −(𝑥 − 1) ⟹ 𝑦 + 1 = −𝑥 + 1. 

Общото уравнение на тази права е 𝑥 + 𝑦 = 0. 

(б) Тъй като правата е успоредна на оста 𝑂𝑥, то векторът 𝑙 (1,0) е колинеарен за 

нея. Тогава, като използваме каноничното уравнение, получаваме 

𝑥 − 3

1
=
𝑦 − (−1)

0
 . 

Общото уравнение на тази права е 𝑦 + 1 = 0. 

(в) В този случай използваме отрезовото уравнение. Тъй като отрезите са 𝑝 = 2 и 

𝑞 = −5, получаваме 

𝑥

2
+
𝑦

−5
= 1. 

Общото уравнение на тази права е 5𝑥 − 2𝑦 − 10 = 0. 

(г) Може да ползваме уравнение на права през две точки - 𝑀1(−4,−6) и 𝑀2(2,3). 

Ще имаме 

𝑥 − (−4)

2 − (−4)
=
𝑦 − (−6)

3 − (−6)
⟹
𝑥 + 4

6
=
𝑦 + 6

9
⟹
𝑥 + 4

2
=
𝑦 + 6

3
⟹ 3𝑥 + 12 = 2𝑦 + 12. 

Общото уравнение на тази права е 3𝑥 − 2𝑦 = 0. 

(д) Ако означим търсената права с 𝑞, то от 𝑞 ∥ 𝑝 следва, че нормалният вектор за 

𝑝 𝑛𝑝⃗⃗⃗⃗ (3, −1) е такъв и за 𝑞, т. е. 𝑛𝑞⃗⃗⃗⃗ (3, −1). Тогава за 𝑞 можем да използваме урав-

нението на права по точка и нормала: 



3(𝑥 − 1) + (−1)(𝑦 − (−1)) = 0. 

Общото уравнение на правата 𝑞 е 3𝑥 − 𝑦 − 4 = 0. 

(е) Ако означим търсената права с 𝑝, то от 𝑝 ⊥ 𝑞 следва, че нормалният вектор за 

𝑞 𝑛𝑞⃗⃗⃗⃗ (11,8) е колинеарен вектор за 𝑝, т.е. 𝑝 (11,8). Ще използваме каноничното 

уравнение на права: 

𝑥 − (−3)

11
=
𝑦 − 4

8
⟹
𝑥 + 3

11
=
𝑦 − 4

8
⟹ 8𝑥 + 24 = 11𝑦 − 44. 

Общото уравнение на правата 𝑝 е 8𝑥 − 11𝑦 − 68 = 0. 

Задача 2. Относно афинна координатна система 𝐾 = 𝑂𝑒1⃗⃗  ⃗𝑒2⃗⃗  ⃗, за която |𝑒1⃗⃗  ⃗| = 2 , 

|𝑒2⃗⃗  ⃗| = 1 и ∡(𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗) = 60
0, са дадени точката 𝑀(3,−2) и правата 𝑝:

𝑥−1

−2
=
𝑦+1

3
. Да 

се намери уравнението на права 𝑙 през 𝑀, която е: (a) успоредна на 𝑝; (б) перпен-

дикулярна на 𝑝. 

Решение: 

(a) Тъй като 𝑙 ∥ 𝑝 следва, че колинеарният вектор за 𝑝 𝑝 (−2,3) е такъв и за 𝑙, т. е. 

𝑙 (−2,3) и можем да използваме каноничното уравнение на права 

𝑥 − 3

−2
=
𝑦 − (−2)

3
⟹
𝑥 − 3

−2
=
𝑦 + 2

3
⟹ 3𝑥 − 9 = −2𝑦 − 4. 

Общото уравнение на правата 𝑙 е 3𝑥 + 2𝑦 − 5 = 0. 

(б) От 𝑙 ⊥ 𝑝 следва, че колинеарният вектор за 𝑝 𝑝 (−2,3) е нормален вектор за 𝑙, 

т.е. 𝑛𝑙⃗⃗  ⃗(3,−1). Сега обаче не можем да използваме уравнението по точка и нор-

мала, защото то е валидно само за ортонормирана координатна система (основава 

се на формулата за скаларно произведение (𝑎1, 𝑎2)(𝑏1, 𝑏2) = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 ). Но, 

разбира се, ще е изпълнено 𝑛𝑙⃗⃗  ⃗𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0. Така че, трябва да изведем формула за 

скаларно произведение, валидно за тази координатна система. Ще имаме 

(𝑎1, 𝑎2)(𝑏1, 𝑏2) = (𝑎1𝑒1⃗⃗  ⃗ + 𝑎2𝑒2⃗⃗  ⃗)(𝑏1𝑒1⃗⃗  ⃗ + 𝑏2𝑒2⃗⃗  ⃗)

= 𝑎1𝑏1𝑒1⃗⃗  ⃗
2
+ (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏2)𝑒1⃗⃗  ⃗𝑒2⃗⃗  ⃗ + 𝑎2𝑏2𝑒2⃗⃗  ⃗

2
. 

Заместваме 𝑒1⃗⃗  ⃗
2
= |𝑒1⃗⃗  ⃗|

2 = 4 , 𝑒1⃗⃗  ⃗𝑒2⃗⃗  ⃗ = |𝑒1⃗⃗  ⃗||𝑒2⃗⃗  ⃗| cos 60
0 = 2 ∙ 1 ∙

1

2
= 1  и 𝑒2⃗⃗  ⃗

2
= |𝑒2⃗⃗  ⃗|

2 =

1 и получаваме 

(𝑎1, 𝑎2)(𝑏1, 𝑏2) = 4𝑎1𝑏1 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑏2 



към скаларното произведение 𝑛𝑙⃗⃗  ⃗𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝐴, 𝐵)(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) = 0 и получаваме 

4𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐴(𝑦 − 𝑦0) + 𝐵(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) = 0, 

което е уравнението на права по точка и нормала за тази координатна система. 

Заместваме в горното уравнение 𝐴 = −2, 𝐵 = 3, 𝑥0 = 3, 𝑦0 = −2 и получаваме 

−8(𝑥 − 3) − 2(𝑦 + 2) + 3(𝑥 − 3) + 3(𝑦 + 2) = −5(𝑥 − 3) + (𝑦 + 2)

= −5𝑥 + 15 + 𝑦 + 2 = −5𝑥 + 𝑦 + 17 = 0. 

Общото уравнение на правата 𝑙 е 5𝑥 − 𝑦 − 17 = 0. 

Задача 3. Дадени са точката 𝐴(1,2) и правата 𝑝: 3𝑥 − 𝑦 − 11 = 0. Намерете:  

(а) точка 𝐴′ – ортогонално-симетрична на 𝐴 относно 𝑝;  

(б) права 𝑝′ – симетрична на 𝑝 относно 𝐴;  

(в) точка 𝑃 от 𝑝, която е равноотдалечена от точките 𝐴 и 𝐵(−1,2);  

Решение: 

(а) Ясно е, че 𝐴𝐴′ ⊥ 𝑝 и ако с 𝐴1 означим пресечната точка на 𝐴𝐴′ с 𝑝 (𝐴1 = 𝐴𝐴
′ ∩

𝑝, ще имаме 𝐴𝐴1 = 𝐴1𝐴
′. Затова първо намираме спомагателната права 𝑎, мина-

ваща през 𝐴 (тя ще съдържа точките 𝐴1 и 𝐴′). Тъй като 𝑎 ⊥ 𝑝 нормалният вектор 

на 𝑝 𝑛𝑝⃗⃗⃗⃗ (3, −1) ще колинеарен на 𝑎, т. е. 𝑎 (3, −1). Това дава възможност да изпол-

зваме каноничното уравнение: 

𝑥 − 1

3
=
𝑦 − 2

−1
⟹ −𝑥 + 1 = 3𝑦 − 6. 

Общото уравнение на правата 𝑎 е 𝑥 + 3𝑦 − 7 = 0. 

Тъй като 𝐴1 ∈ 𝑎 и 𝐴1 ∈ 𝑝, нейните координати (𝑥, 𝑦) ще удовлетворяват и двете 

уравнения, т. е. ще бъдат решения на системата 

|
𝑥 + 3𝑦 − 7 = 0
3𝑥 − 𝑦 − 11 = 0,

 

след решаване на която получаваме 𝐴1(4,1). Точката 𝐴1 е среда на отсечката 𝐴𝐴′, 

следователно нейните координати са средно аритметични на координатите на 𝐴 и 

𝐴′. Това показва, че съответните координати на 𝐴, 𝐴1 и 𝐴′ (в този ред) са последо-

вателни членове на аритметични прогресии. Отчитайки това получаваме 𝐴′(7,0). 



(б) Правата 𝑝′ (като централно-симетричен образ на 𝑝) е успоредна на 𝑝, следова-

телно нормалният вектор на 𝑝 𝑛𝑝⃗⃗⃗⃗ (3, −1) ще е нормален вектор и на 𝑝′. От друга 

страна, ако означим 𝐴2 = 𝑎 ∩ 𝑝
′, ще имаме 𝐴1𝐴 = 𝐴𝐴2, т.е. 𝐴 е среда на отсечката 

𝐴1𝐴2 и съответните координати на 𝐴1, 𝐴 и 𝐴2 (в този ред) са последователни чле-

нове на аритметични прогресии. От тук получаваме 𝐴2(−2,3). Това ни дава въз-

можност да намерим уравнението на 𝑝′  използвайки уравнението на права по 

точка и нормала: 

3(𝑥 − (−2)) + (−1)(𝑦 − 3) = 0. 

Общото уравнение на правата 𝑞 е 3𝑥 − 𝑦 + 9 = 0. 

(в) Това, че 𝑃 е равноотдалечена от точките 𝐴(1,2) и 𝐵(−1,2) означава, че тя лежи 

на симетралата на отсечката 𝐴𝐵. Ако означим тази симетрала с 𝑐, то: 1) тя ще ми-

нава през средата 𝐶(0,2) на 𝐴𝐵 и 2) 𝑐 ⊥ 𝐴𝐵 ⟹ 𝑛𝑐⃗⃗⃗⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗(2,0). Тогава може да на-

мерим уравнението на 𝑐 чрез уравнение на права по точка и нормала: 

2(𝑥 − 0) + 0(𝑦 − 2) = 0. 

Общото уравнение на правата 𝑐 е 𝑥 = 0. Тогава 𝑃 = 𝑐 ∩ 𝑝, т. е. координатите на 𝑃 

са решения на системата 𝑥 = 0; 3𝑥 − 𝑦 − 11 = 0. Получаваме 𝑃(0,−11). 

Задача 4. Дадена е точка 𝐴(1,7). Ако правите 𝑝: 2𝑥 + 3𝑦 − 10 = 0 и 𝑞: 𝑥 = −3 +

2𝑠, 𝑦 = 𝑠 са симетрали на страните през върха 𝐴 на ∆𝐴𝐵𝐶, намерете:  

(a) координатите на върховете 𝐵 и 𝐶; 

(б) уравненията на страните на ∆𝐴𝐵𝐶;  

(в) периметъра и лицето на ∆𝐴𝐵𝐶. 

Решение: 

(a) Нека 𝑝 и 𝑞 са симетрали съответно на страните 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 на ∆𝐴𝐵𝐶, тогава точ-

ките 𝐵 и 𝐶 са ортогонално-симетрични точки на 𝐴 относно правите 𝑝 и 𝑞 (съот-

ветно) и координатите им могат да намерят по начина описан в решението на зад. 

3 (а).  

Означаваме с 𝐶1 и 𝐵1 средите на 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 съответно. Уравнението на правата 𝐴𝐵 

може да се намери като се използва, че: 1) 𝑛𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑝 (−3,2) и 2) 𝐴(1,7) ∈ 𝐴𝐵. От 

уравнението на права по точка и нормала получаваме 

−3(𝑥 − 1) + 2(𝑦 − 7) = 0. 



Общото уравнение на правата 𝐴𝐵  е 3𝑥 − 2𝑦 + 11 = 0. Тогава координатите на 

𝐶1 = 𝐴𝐵 ∩ 𝑝 са решенията на системата 

|
2𝑥 + 3𝑦 − 10 = 0
3𝑥 − 2𝑦 + 11 = 0.

 

Получаваме 𝐶1(−1,4). Тогава (от аритметичните прогресии) намираме 𝐵(−3,1). 

Аналогично, уравнението на 𝐴𝐶 се намира от: 1) 𝑛𝐴𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑞 (2,1) (координатите на 

колинеарния вектор са коефициентите пред параметъра в скаларно параметрич-

ното уравнение на правата) и 2) 𝐴(1,7) ∈ 𝐴𝐶. От уравнението на права по точка и 

нормала получаваме 

2(𝑥 − 1) + 1(𝑦 − 7) = 0. 

Общото уравнение на правата 𝐴𝐶 е 2𝑥 + 𝑦 − 9 = 0. Координатите на 𝐵1 = 𝐴𝐶 ∩ 𝑞 

са решенията на системата 

2𝑥 + 𝑦 − 9 = 0;  𝑥 = −3 + 2𝑠;  𝑦 = 𝑠. 

За да я решим, заместваме 𝑥 = −3 + 2𝑠  и 𝑦 = 𝑠  в уравнението на 𝐴𝐶 : 2(−3 +

2𝑠) + 𝑠 − 9 = 0 ⟹ −6 + 4𝑠 + 𝑠 − 9 = 0 ⟹ 𝑠 = 3 . Като заместим намерената 

стойност на 𝑠 в 𝑥 = −3 + 2𝑠 и 𝑦 = 𝑠 получаваме 𝐵1(3,3). Тогава (от аритметич-

ните прогресии) намираме 𝐶(5,−1). 

(б) В решението на (а) намерихме уравненията на страните 𝐴𝐵: 3𝑥 − 2𝑦 + 11 = 0 

и 𝐴𝐶: 2𝑥 + 𝑦 − 9 = 0. Тъй като имаме координатите на 𝐵(−3,1) и 𝐶(5,−1), урав-

нението на 𝐵𝐶 можем да намерим като използваме уравнение на права през две 

точки: 

𝑥 − (−3)

5 − (−3)
=
𝑦 − 1

−1 − 1
⟹
𝑥 + 3

8
=
𝑦 − 1

−2
⟹ −2𝑥 − 6 = 8𝑦 − 8. 

Общото уравнение на правата 𝐵𝐶 е 2𝑥 + 8𝑦 − 2 = 0. 

(в) За дължините на страните на ∆𝐴𝐵𝐶 ще имаме 

𝐴𝐵 = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |(−3,1) − (1,7)| = |(−4, −6)| = √(−4)2 + (−6)2 = √52 = 2√13; 

𝐴𝐶 = |𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |(5, −1) − (1,7)| = |(4, −8)| = √42 + (−8)2 = √80 = 4√5; 

𝐵𝐶 = |𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |(5, −1) − (−3,1)| = |(8, −2)| = √82 + (−2)2 = √68 = 2√17. 

Периметъра 𝑃 на ∆𝐴𝐵𝐶 е 



𝑃 = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶 = 2√13 + 4√5 + 2√17. 

Лицето на триъгълника можем да пресметнем по формулата 

𝑆∆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗| =

1

2
|(−4,−6,0) × (4,−8,0)| =

1

2
|(0,0,56)| = 28. 

Задача 5. Намерете права от снопа, съдържащ правите 𝑙1: 𝑥 + 𝑦 = 0 и 𝑙2: 𝑥 + 2𝑦 −

1 = 0, която е на разстояние 1 от точката 𝐴(1,0). 

Решение: 

Тъй като правите 𝑙1 и 𝑙2 се пресичат: 𝑙1 ∩ 𝑙2 = 𝑆(−1,1), правите от снопа прави, 

определен от 𝑆 ще се задават с уравнението 

𝜆(𝑥 + 𝑦) + 𝜇(𝑥 + 2𝑦 − 1) = 0, за (𝜆, 𝜇) ≠ (0,0). 

Последното уравнение може да се преобразува така 

(𝜆 + 𝜇)𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑦 − 𝜇 = 0. 

Тъй като става дума за разстояние от точка до права, то горното уравнение трябва 

да се приведе до нормално уравнение, т. е. лявата страна да се раздели с големи-

ната на нормалния вектор (𝜆 + 𝜇, 𝜆 + 2𝜇). Ще имаме 

|(𝜆 + 𝜇, 𝜆 + 2𝜇)| = √(𝜆 + 𝜇)2 + (𝜆 + 2𝜇)2 = √2𝜆2 + 6𝜆𝜇 + 5𝜇2. 

Тогава нормалното уравнение ще бъде 

(𝜆 + 𝜇)𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑦 − 𝜇

√2𝜆2 + 6𝜆𝜇 + 5𝜇2
= 0. 

За разстоянието от точка 𝐴(1,0) до произволна права 𝑙 от снопа получаваме 

𝛿(𝐴; 𝑙) =
|(𝜆 + 𝜇) ∙ 1 + (𝜆 + 2𝜇) ∙ 0 − 𝜇|

√2𝜆2 + 6𝜆𝜇 + 5𝜇2
=

|𝜆 + 𝜇 − 𝜇|

√2𝜆2 + 6𝜆𝜇 + 5𝜇2

=
|𝜆|

√2𝜆2 + 6𝜆𝜇 + 5𝜇2
= 1. 

Трябва да решим уравнението √2𝜆2 + 6𝜆𝜇 + 5𝜇2 = |𝜆|. След повдигане на квад-

рат получаваме 2𝜆2 + 6𝜆𝜇 + 5𝜇2 = 𝜆2 или 𝜆2 + 6𝜆𝜇 + 5𝜇2 = 0. Последното урав-

нение разделяме на 𝜇2 и получаваме 



(
𝜆

𝜇
)
2

+ 6(
𝜆

𝜇
) + 5 = 0 ⟹ (

𝜆

𝜇
)
1,2

= −3 ± √32 − 5 = −3 ± 2 ⟹ (
𝜆

𝜇
)
1

= −5, (
𝜆

𝜇
)
2

= −1. 

За първото решение можем да считаме (с точност до множител), че (𝜆, 𝜇) =

(−5,1). Тогава ще имаме правата −4𝑥 − 3𝑦 − 1 = 0 или 4𝑥 + 3𝑦 + 1 = 0. За вто-

рото решение - (𝜆, 𝜇) = (−1,1) и 𝑦 − 1 = 0. 

Задача 6. Ако някое от уравненията задава окръжност:  

(a) 3𝑥2 + 3𝑦2 − 6𝑥 + 4𝑦 − 1 = 0; 

(б) 3𝑥2 − 3𝑦2 − 6𝑥 + 4𝑦 − 1 = 0;  

(в) 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 10𝑦 + 1 = 0;  

(г) 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 𝑦 + 5 = 0,  

намерете центъра и радиуса ѝ. 

Решение: 

(a) Делим уравнението на 3 и получаваме 

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 +
4

3
𝑦 −

1

3
= 0. 

Коефициентите 𝑚 , 𝑛  и 𝑝  в израза 𝑥2 + 𝑦2 +𝑚𝑥 + 𝑛𝑦 + 𝑝 = 0  в този конкретен 

случай са 𝑚 = −2, 𝑛 =
4

3
 и 𝑝 = −

1

3
 . Прилагаме критерия за окръжност: 

𝑚2

4
+
𝑛2

4
− 𝑝 =

(−2)2

4
+
(
4
3
)
2

4
− (−

1

3
) = 1 +

4

9
+
1

3
=
16

9
= (

4

9
)
2

> 0. 

Тъй като критерият е изпълнен, получаваме, че изразът задава окръжност с център 

𝐶 (1,−
2

3
) и радиус 𝑟 =

4

3
 . 

(б) Изразът не задава окръжност, защото коефициентите пред 𝑥2 и 𝑦2 са различни 

(в случая с равни абсолютни стойности, но различни знаци). 

(в) Решаваме чрез допълване на изразите за 𝑥 и 𝑦 съответно до точен квадрат. Ще 

имаме 



𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 − 10𝑦 + 1 = 𝑥2 + 2 ∙ 1 ∙ 𝑥 + 1 − 1 + 𝑦2 − 2 ∙ 5 ∙ 𝑦 + 25 − 25 + 1

= (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 5)2 − 25 = 0 или (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 5)2 = 25. 

Последното е уравнение на окръжност с център 𝐶(−1,5) и радиус 𝑟 = 5. 

(г) Прилагаме критерия при 𝑚 = 1, 𝑛 = −1 и 𝑝 = 5. Ще имаме 

𝑚2

4
+
𝑛2

4
− 𝑝 =

1

4
+
1

4
− 5 = −

9

2
< 0. 

Според критерия, изразът не задава окръжност. 

Задача 7. Намерете уравнението на окръжността:  

(а) през точките 𝐴(3,0) и 𝐵(−1,2), ако центърът ѝ лежи на правата 𝑙: 𝑥 + 2𝑦 − 3 =

0. Намерете допирателните към окръжността, които са успоредни на 𝑙. Намерете 

допирателните към окръжността, минаващи през точка 𝐶(−2,2). 

(б) описана около триъгълника с върхове 𝐴(1,−1), 𝐵(1,1), 𝐶(5,3). 

Решение: 

(а) Очевидно, 𝐴𝐵 е хорда на окръжността. Ще използваме едно важно свойство на 

хордите, а именно, че права, минаваща през средата на хорда и перпендикулярна 

на нея е диаметрална права за окръжността. Средата 𝐷 на хордата 𝐴𝐵 ума коор-

динати (1,1). Намираме права 𝑑 с нормален вектор 𝑛𝑑⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3,0) − (−1,2) =

(4,−2) и минаваща през 𝐷 (чрез уравнение на права по точка и нормала): 

4(𝑥 − 1) − 2(𝑦 − 1) = 0. 

Общото уравнение на 𝑑 е 2𝑥 − 𝑦 − 1 = 0. Тогава центърът 𝑂 на окръжността ще 

лежи на 𝑑, следователно 𝑂 = 𝑑 ∩ 𝑙 и координатите му са решения на системата 

|
2𝑥 − 𝑦 − 1 = 0
𝑥 + 2𝑦 − 3 = 0.

 

Получаваме 𝑂(1,1)  (𝑂 ≡  𝐷  защото хордата 𝐴𝐵  се оказа диаметър на окръж-

ността). За радиуса 𝑟 на тази окръжност ще имаме 

𝑟 = |𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |(2, −1)| = √5. 

Тогава уравнението на търсената окръжност е 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 = 5. 



Всички прави, успоредни на 𝑙  имат същия нормален вектор като нея, следова-

телно имат уравнения 𝑥 + 2𝑦 + 𝑐 = 0 при различни стойности на параметъра 𝑐. 

Две от тези прави ще бъдат допирателни към окръжността, ако сеченията им с нея 

се състоят от по една точка, т. е. системата 

|
𝑥 + 2𝑦 + 𝑐 = 0

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 = 5
 

притежава единствено решение. Тъй като от линейното уравнение имаме 𝑥 =

−2𝑦 − 𝑐 и като заместим в другото уравнение получаваме 

(−2𝑦 − 𝑐 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 = 5, 

то единствеността на решението на системата се свежда до единственост на реше-

нието на последното квадратно уравнение с параметър. След преработване полу-

чаваме 

5𝑦2 + 2(2𝑐 + 1)𝑦 + (𝑐 + 1)2 − 4 = 0. 

Последното уравнение има един корен точно тогава, когато дискриминантата му 

е нула. Пресмятаме 

𝐷 = (2𝑐 + 1)2 − 5[(𝑐 + 1)2 − 4] = 4𝑐2 + 4𝑐 + 1 − 5𝑐2 − 10𝑐 + 15

= −𝑐2 − 6𝑐 + 16 = 0. 

Уравнението 𝐷 = 0 ⟺ 𝑐2 + 6𝑐 − 16 = 0  има решения 𝑐1,2 = 3 ± √9 + 16 = 3 ±

5 ⟹ 𝑐1 = 8 и 𝑐2 = −2. Така получаваме двете прави, които отговарят на услови-

ята 𝑥 + 2𝑦 + 8 = 0 и 𝑥 + 2𝑦 − 2 = 0. 

Нека 𝑚 е произволна права, минаваща през точка 𝐶(−2,2). Ако (𝜆, 𝜇) ≠ (0,0) е 

нормалния ѝ вектор, то 

𝜆(𝑥 + 2) + 𝜇(𝑦 − 2) = 𝜆𝑥 + 𝜇𝑦 + 2𝜆 − 2𝜇 = 0 

е уравнението ѝ (с точност до множител). Всъщност, това е най-общото уравнение 

на сноп прави, зададен от 𝐶. Тази права ще бъде допирателна към окръжността 

точно тогава, когато е на разстояние от центъра ѝ, равно на радиуса, т. е. 

𝛿(𝑂;𝑚) =
|𝜆 ∙ 1 + 𝜇 ∙ 1 + 2𝜆 − 2𝜇|

√𝜆2 + 𝜇2
=
|3𝜆 − 𝜇|

√𝜆2 + 𝜇2
= √5. 

Повдигаме на квадрат и получаваме (3𝜆 − 𝜇)2 = 5(𝜆2 + 𝜇2)  или 9𝜆2 − 6𝜆𝜇 +

𝜇2 = 5𝜆2 + 5𝜇2. Получаваме уравнението 4𝜆2 − 6𝜆𝜇 − 4𝜇2, което (след делене на 

2𝜇2) преобразуваме в 



2 (
𝜆

𝜇
)
2

− 3(
𝜆

𝜇
) − 2 = 0 ⟹ (

𝜆

𝜇
)
1,2

=
1

2
(3 ± √32 + 16) =

1

2
(3 ± 5) ⟹ (

𝜆

𝜇
)
1

= 4, (
𝜆

𝜇
)
2

= −1. 

Така получаваме правите: за (𝜆, 𝜇) = (4,1)  4𝑥 + 𝑦 + 6 = 0  и за (𝜆, 𝜇) = (−1,1) 

𝑥 − 𝑦 + 4 = 0. 

(б) Точките 𝐷1(1,0) и 𝐷2(3,1) са среди на хордите 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 съответно. Построя-

ваме диаметралните прави 𝑑1: 𝐷1 ∈ 𝑑1; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(0,2) ⊥ 𝑑1  и 𝑑2: 𝐷2 ∈ 𝑑2; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(4,4) ⊥ 𝑑2 

(те са и симетрали на 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 съответно). Като използваме уравнение на права по 

точка и нормала, ще имаме 𝑑1: 0(𝑥 − 1) + 2(𝑦 − 0) = 0  и 𝑑2: 4(𝑥 − 3) + 4(𝑦 −

1) = 0. Общите уравнения на тези прави са 𝑑1: 𝑦 = 0 и 𝑑2: 𝑥 + 𝑦 − 4 = 0 . Тъй 

като центърът на окръжността 𝑂  е сечение на диаметрите 𝑑1  и 𝑑2 , получаваме 

𝑂(4,0). За радиуса на тази окръжност ще имаме 

𝑟2 = (𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)
2
= (−3,−1)2 = (−3)2 + (−1)2 = 10. 

Тогава уравнението на окръжността е 

(𝑥 − 4)2 + (𝑦 − 0)2 = 10. 

 

Тема 5. Уравнения на права, равнина и сфера в пространст-

вото 

Теория 

Уравнения на права. Всички афинни уравнения на права в равнината (с допъл-

ване на третата координата) са валидни и в тримерното пространство. Нека пра-

вата 𝑙  е зададена с колинеарен вектор 𝑙 (𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)  и произволна точка от нея 

𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) . Тогава ако 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)  е произволна точка от правата, ще имаме 

𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝜆𝑙  (където 𝜆 е произволно реално число) или 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑂𝑀0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝑙 . 

Това уравнение се нарича векторно параметрично уравнение на права. То задава 

взаимно еднозначно съответствие между множеството от точките от 𝑙 и множест-

вото ℝ на реалните числа – за всяка точка 𝑀 ∈ 𝑙 съществува единствено 𝜆 ∈ ℝ и 



за всяко число 𝜆 ∈ ℝ съществува единствена точка 𝑀 ∈ 𝑙, така че да е верен гор-

ния запис. 

Ако запишем горното равенство в координати, получаваме 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) + 𝜆(𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) 

или 

|

𝑥 = 𝑥0 + 𝜆𝑙1
𝑦 = 𝑦0 + 𝜆𝑙2
𝑧 = 𝑧0 + 𝜆𝑙3

 

Това е система скаларно параметрични уравнения на права. 

Ако изразим параметъра 𝜆, ще имаме 

(𝜆 =)
𝑥 − 𝑥0
𝑙1

=
𝑦 − 𝑦0
𝑙2

=
𝑧 − 𝑧0
𝑙3

− 

канонична система уравнения на права. В горния израз не трябва да смятаме, че 

се дели на 𝑙1, 𝑙2 и 𝑙3 – те са координатите на колинеарен вектор, затова едно от тях 

(но не и трите) може да е нула.  

Ако правата е зададена с две свои точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) и 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), то можем 

да смятаме, че 𝑙 = 𝑀0𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, тогава ще имаме  

𝑥 − 𝑥0
𝑥1 − 𝑥0

=
𝑦 − 𝑦0
𝑦1 − 𝑦0

=
𝑧 − 𝑧0
𝑧1 − 𝑧0

− 

това е система от уравнения на права през две точки. 

Уравнения на равнина. Нека равнина 𝛼  е зададена с нейна фиксирана точка 

𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)  и два компланарни вектора 𝑢⃗ (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)  и 𝑣 (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)  и нека 

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) е произволна точка от равнината, тогава за вектора 𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ще е валидно 

еднозначното представяне 𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝜆𝑢⃗ + 𝜇𝑣  за двойката реални числа (𝜆, 𝜇) или 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑂𝑀0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝜆𝑢⃗ + 𝜇𝑣 . 

Това е векторно параметрично уравнение на равнина.  

Ако запишем горното равенство в координати, получаваме 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) + 𝜆(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) + 𝜇(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) 



или 

|

𝑥 = 𝑥0 + 𝜆𝑢1 + 𝜇𝑣1
𝑦 = 𝑦0 + 𝜆𝑢2 + 𝜇𝑣2
𝑧 = 𝑧0 + 𝜆𝑢3 + 𝜇𝑣3

 

Това е система от скаларно параметрични уравнения на равнина. Горната система 

е валидна в най-обща (афинна) координатна система; следващите уравнения се 

отнасят за ортонормирана координатна система. 

Фактът, че векторите 𝑢⃗ , 𝑣  и 𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ е еквивалентен на нулирането на тяхното сме-

сено произведение: 

𝑢⃗ 𝑣 𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0. 

Като приложим формулата за смесено произведение в координати, получаваме 

|

𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑧 − 𝑧0
𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑣1 𝑣2 𝑣3

| = 0. 

Като следствие можем да получим детерминантно уравнение на равнина през три 

точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) и 𝑀2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) (ако положим 𝑢⃗ = 𝑀0𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ и 𝑣 =

𝑀0𝑀2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗): 

|

𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑧 − 𝑧0
𝑥1 − 𝑥0 𝑦1 − 𝑦0 𝑧1 − 𝑧0
𝑥2 − 𝑥0 𝑦2 − 𝑦0 𝑧2 − 𝑧0

| = 0. 

Нека равнината 𝛼 е зададена с нормален вектор 𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝐴, 𝐵, 𝐶) (такъв е всеки вектор, 

перпендикулярен на равнината) и произволна точка от нея 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). Тогава 

ако 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) е произволна точка от правата, ще имаме 

𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⟺ 𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0. 

Това записано в координати изглежда така 

𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶(𝑧 − 𝑧0) = 0 − 

уравнение на равнина по точка и нормала (само при ортонормирана к. с. скалар-

ното произведение е равно на сумата от произведенията на координатите!). След 

разкриване на скобите получаваме 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 − (𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0) = 0. 



Полагаме 𝐷 = −(𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0) и получаваме общото уравнение на права 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0. 

Това е най-важното уравнение на равнина в пространството. Когато срещнем из-

раза „да се намери равнината“, трябва да намерим общото ѝ уравнение. 

Ако равнина е зададена с точка 𝑀0 и два компланарни вектора 𝑢⃗  и 𝑣 , лесно полу-

чаваме нормалния вектор 𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗ като тяхно векторно произведение: 𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑢⃗ × 𝑣 . 

Общо уравнение, при което нормалният вектор е нормиран (с единична големина) 

се нарича нормално уравнение на равнина. То има вида 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
= 0. 

Обикновено се използва за намиране на разстояние от точка до права. Нека точ-

ката е 𝑁(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′), тогава разстоянието 𝛿(𝑁; 𝛼) от точката 𝑁 до равнината 𝛼 се 

пресмята, като в лявата страна на нормалното ѝ уравнение заместим 𝑥, 𝑦  и 𝑧 с 𝑥′, 

𝑦′ и 𝑧′ съответно: 

𝛿(𝑁; 𝛼) =
|𝐴𝑥′ + 𝐵𝑦′ + 𝐶𝑧′ + 𝐷|

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
 . 

Две равнини в пространството. Разглеждаме равнините 𝛼1 и 𝛼2 с общи уравне-

ния 

𝛼1: 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0   и 𝛼2 ∶ 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0. 

Възможни са три случая 

1) ако 
𝐴1

𝐴2
=
𝐵1

𝐵2
=
𝐶1

𝐶2
=
𝐷1

𝐷2
 равнините съвпадат, т.е. 𝛼1 ≡ 𝛼2; 

2) ако 
𝐴1

𝐴2
=
𝐵1

𝐵2
=
𝐶1

𝐶2
≠
𝐷1

𝐷2
 равнините са успоредни, т.е. 𝛼1 ∥ 𝛼2; 

3) ако 
𝐴1

𝐴2
≠
𝐵1

𝐵2
 равнините се пресичат, т.е. 𝛼1 ∩ 𝛼1 = 𝑙. 

Това е още една възможност за задаване на права в пространството (като сечение 

на две равнини). В случай на пресичане под сноп равнини през пр. 𝑙 разбираме 

множеството от всички равнини, съдържащи правата 𝑙. Тогава чрез уравнението 

𝜆(𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1) + 𝜇(𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2) = 0 

се задават всички равнини от този сноп. 



Сфера в пространството. Една сфера 𝑆 се задава чрез центъра си 𝐶(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) и 

радиуса си 𝑅. Ако 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) е произволна точка от сферата 𝑆(𝐶; 𝑅), то ще е изпъл-

нено 

|𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | = 𝑅 ⟺ 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 = 𝑅2⟺ (𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2 = 𝑅2 − 

това е каноничното уравнение на сфера. 

 

Решени задачи 

Задача 1. Дадени са точките 𝐴(3,−2,2), 𝐵(1,0,4), 𝐶(0,0,5), правата 𝑔:
𝑥−5

5
=
𝑦−3

3
=

𝑧+1

1
 и равнината 𝛼: 2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 + 7 = 0. Намерете уравнението на равнината:  

(a) през 𝐴 и 𝐵, успоредна на 𝑔;  

(б) през 𝐴 и 𝑔;  

(в) през 𝐴 и 𝐵, перпендикулярна на 𝛼;  

(г) през 𝐴, перпендикулярна на 𝑔;  

(д) през 𝐵, успоредна на 𝛼;  

(е) през 𝐴, 𝐵, 𝐶. 

Решение: 

(a) Векторите 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,2,2) и колинеарният вектор на 𝑔 𝑔 (5,3,1) са компланарни на 

търсената равнина 𝛽, следователно векторното им произведение 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝑔 = (|
2 2
3 1

| , |
2 −2
1 5

| , |
−2 2
5 3

|) = (−4,12, −16) 

е нормален вектор на 𝛽, такъв е и векторът (1, −3,4) (получен чрез делене на −4), 

т. е. 𝑁𝛽⃗⃗ ⃗⃗  (1, −3,4). Може да съставим уравнението на 𝛽 по точка 𝐴 и нормала 𝑁𝛽⃗⃗ ⃗⃗  : 

1(𝑥 − 3) + (−3)(𝑦 − (−2)) + 4(𝑧 − 2) = 0. 

Общото уравнение на 𝛽 е 𝑥 − 3𝑦 + 4𝑧 − 17 = 0. 



(б) Тъй като търсената равнина 𝛾 съдържа правата 𝑔, тя съдържа всички нейни 

точки, например точката 𝐷(5,3, −1). Така че сведохме до случая, разгледан в (а): 

компланарните вектори са 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(2,5, −3) и 𝑔 (5,3,1); векторното им произведение е 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝑔 = (|
5 −3
3 1

| , |
−3 2
1 5

| , |
2 5
5 3

|) = (14,−17,−19) = 𝑁𝛾⃗⃗ ⃗⃗  . 

Съставяме уравнението на 𝛾 по точка 𝐴 и нормала 𝑁𝛾⃗⃗ ⃗⃗   

14(𝑥 − 3) + (−17)(𝑦 − (−2)) + (−19)(𝑧 − 2) = 0. 

Общото уравнение на 𝛾 е 14𝑥 − 17𝑦 − 19𝑧 − 38 = 0. 

(в) От това, че дадената равнина 𝛼  е перпендикулярна на търсената равнина 𝛿 

следва, че нормалният вектор 𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −3,1) на 𝛼 е компланарен на 𝛿. Така че све-

дохме до случая, разгледан в (а): компланарните вектори са 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,2,2)  и 

𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −3,1); векторното им произведение е 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (|
2 2
−3 1

| , |
2 −2
1 2

| , |
−2 2
2 −3

|) = (8,6,2) ∥ (4,3,1) = 𝑁𝛿⃗⃗ ⃗⃗  . 

Съставяме уравнението на 𝛿 по точка 𝐴 и нормала 𝑁𝛿⃗⃗ ⃗⃗   

4(𝑥 − 3) + 3(𝑦 − (−2)) + 1(𝑧 − 2) = 0. 

Общото уравнение на 𝛾 е 4𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 − 8 = 0. 

(г) Тъй като търсената равнина 𝜀 е перпендикулярна на правата 𝑔, то колинеар-

ният вектор на 𝑔 𝑔 (5,3,1) е нормален вектор за 𝜀: 𝑁𝜀⃗⃗⃗⃗ (5,3,1). Съставяме уравнени-

ето на 𝜀 по точка 𝐴(3, −2,2) и нормала: 

5(𝑥 − 3) + 3(𝑦 − (−2)) + 1(𝑧 − 2) = 0. 

Общото уравнение на 𝛾 е 5𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 − 11 = 0. 

(д) Търсената равнина 𝜁 е успоредна на 𝛼, следователно двете равнини имат едни 

и същи нормални вектори: 𝑁𝜁⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2, −3,1). Съставяме уравнението на 𝜀 по 

точка 𝐵(1,0,4) и нормала: 

2(𝑥 − 1) + (−3)(𝑦 − 0) + 1(𝑧 − 4) = 0. 

Общото уравнение на 𝜁 е 2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 − 6 = 0. 



(е) Векторите 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−2,2,2) и 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗(−3,2,3) са компланарни на търсената равнина 𝜂, 

следователно векторното им произведение 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (|
2 2
2 3

| , |
2 −2
3 −3

| , |
−2 2
−3 2

|) = (2,0,2) 

е нормален вектор на 𝜂, такъв е и вектора (1,0,1). Съставяме уравнението на 𝜂 по 

точка 𝐵(1,0,4) и нормала 𝑁𝜂⃗⃗ ⃗⃗  (1,0,1): 

1(𝑥 − 1) + 0(𝑦 − 0) + 1(𝑧 − 4) = 0. 

Общото уравнение на 𝜂 е 𝑥 + 𝑧 − 5 = 0. 

Задача 2. Намерете уравнението на равнина, която:  

(a) съдържа точката 𝐴(2,3,1) и правата 𝑙: 3𝑥 − 2𝑦 + 5𝑧 − 2 = 0, 𝑥 − 4𝑦 + 𝑧 + 3 =

0;  

(б) съдържа правата 𝑙: 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 1 = 0, 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 и е перпендикулярна 

на равнината 𝛼: 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 + 5 = 0;  

(в) съдържа правата 𝑙: 2𝑥 − 3𝑦 − 𝑧 = 0, 4𝑥 + 𝑦 + 5𝑧 − 28 = 0 и е на разстояние 

√14 от координатното начало. 

Решение: 

(a) След като правата 𝑙 се съдържа в (или е успоредна на) търсената равнина 𝛽, 

колинеарният ѝ вектор 𝑙  е компланарен на 𝛽. От друга страна, ако една права е 

зададена като сечение на две равнини (както е в случая), колинеарният и вектор 

ще е векторното произведение на нормалните вектори. Тези нормални вектори в 

случая са 𝑁1⃗⃗⃗⃗  (3, −2,5) и 𝑁2⃗⃗ ⃗⃗  (1, −4,1). Ще имаме 

𝑁1⃗⃗⃗⃗  × 𝑁2⃗⃗ ⃗⃗  = (|
−2 5
−4 1

| , |
5 3
1 1

| , |
3 −2
1 −4

|) = (18,2, −10) ∥ (9,1, −5) = 𝑙 . 

Сега можем да вземем една произволна точка 𝐵 от правата 𝑙. За целта ще парамет-

ризираме – нека, например, 𝑦 = 𝑠. От второто уравнение за 𝑙 получаваме 𝑥 = 4𝑠 −

𝑧 − 3 , заместваме в първото: 3(4𝑠 − 𝑧 − 3) − 2𝑠 + 5𝑧 − 2 = 0 ⟹ 10𝑠 + 2𝑧 −

11 = 0 ⟹ 𝑧 = 5,5 − 5𝑠, 𝑥 = 4𝑠 − (5,5 − 5𝑠) − 3 = −8,5 + 9𝑠. При 𝑠 = 1 получа-

ваме точката 𝐵(0,5; 1; 0,5). Тъй като 𝐴 и 𝐵 са от 𝛽, то 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(−1,5;−2;−0,5) е комп-

ланарен вектор на 𝛽. Такъв ще е и вектора −2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3; 4; 1). Така получихме два 

компланарни вектори на 𝛽 - 𝑙 (9,1, −5) и (3; 4; 1) – векторното им произведение е 

нормален вектор на 𝛽. Получаваме 



𝑙 × (3; 4; 1) = (|
1 −5
4 1

| , |
−5 9
1 3

| , |
9 1
3 4

|) = (21, −24,33) ∥ (7, −8,11) = 𝑁𝛽⃗⃗ ⃗⃗  . 

Съставяме уравнението на 𝛽 по точка 𝐴(2,3,1) и нормала 𝑁𝛽⃗⃗ ⃗⃗  (7, −8,11): 

7(𝑥 − 2) − 8(𝑦 − 3) + 11(𝑧 − 1) = 0. 

Общото уравнение на 𝛽 е 7𝑥 − 8𝑦 + 11𝑧 − 1 = 0. 

(б) От параметричното уравнение на правата 𝑙 ще вземем една произволна точка 

от 𝑙 (и от търсената равнина 𝛾) и вектор 𝑙 , компланарен с 𝛾. Имаме 𝑥 = 𝑠; от пър-

вото уравнение - 𝑦 = 𝑧 − 2𝑠 − 1 ; от второто - 𝑠 − (𝑧 − 2𝑠 − 1) + 𝑧 − 1 = 3𝑠 =

0 ⟹ 𝑠 = 0 и 𝑥 = 0, 𝑦 = 𝑧 − 1. Така получихме, че 𝑥 = 𝑠 не може да бъде параме-

тър на правата (защото всички нейни точки имат първа координата нула). Тогава 

избираме друг параметър 𝑧 = 𝑢, тогава параметричното уравнение на 𝑙 е: 𝑥 = 0 +

0𝑢, 𝑦 = −1 + 1𝑢, 𝑧 = 0 + 1𝑢. Тогава (при 𝑢 = 0) точката е 𝐵(0,−1,0) и 𝑙 (0,1,1).  

Друг компланарен вектор за равнината 𝛾 е нормалният вектор 𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,2,3) на 𝛼. Мо-

жем вече да получим един нормален вектор на търсената равнина 

𝑁𝛾⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑙 × 𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (|
1 1
2 3

| , |
1 0
3 1

| , |
0 1
1 2

|) = (1,1, −1). 

Съставяме уравнението на 𝛾 по точка 𝐵(0,−1,0) и нормала 𝑁𝛾⃗⃗ ⃗⃗  (1,1, −1): 

1(𝑥 − 0) + 1(𝑦 + 1) − 1(𝑧 − 0) = 0. 

Общото уравнение на 𝛾 е 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 1 = 0. 

(в) Търсената равнина 𝜂 принадлежи на снопа равнини, съдържащ 𝑙, следователно 

има уравнение 

𝜆(2𝑥 − 3𝑦 − 𝑧) + 𝜇(4𝑥 + 𝑦 + 5𝑧 − 28)

= (2𝜆 + 4𝜇)𝑥 + (−3𝜆 + 𝜇)𝑦 + (−𝜆 + 5𝜇)𝑧 − 28𝜇 = 0 

за някаква двойка числа (𝜆, 𝜇) (с точност до множител). Тъй като е дадено разсто-

янието от точка до правата, а то се измерва чрез нормалното уравнение, трябва да 

пресметнем големината на нормалния вектор: 

|𝑁𝜂⃗⃗ ⃗⃗  | = √(2𝜆 + 4𝜇)
2 + (−3𝜆 + 𝜇)2 + (−𝜆 + 5𝜇)2 = √14𝜆2 + 42𝜇2

= √14√𝜆2 + 3𝜇2. 

Тогава нормалното уравнение на 𝜂 е 



(2𝜆 + 4𝜇)𝑥 + (−3𝜆 + 𝜇)𝑦 + (−𝜆 + 5𝜇)𝑧 − 28𝜇

√14√𝜆2 + 3𝜇2
= 0, 

а разстоянието  𝛿(𝑂; 𝜂) от началото на координатната система 𝑂(0,0,0) до равни-

ната -  

|(2𝜆 + 4𝜇) ∙ 0 + (−3𝜆 + 𝜇) ∙ 0 + (−𝜆 + 5𝜇) ∙ 0 − 28𝜇|

√14√𝜆2 + 3𝜇2
=

|28𝜇|

√14√𝜆2 + 3𝜇2
= √14

⟹ |28𝜇| = 14√𝜆2 + 3𝜇2 ⟹ |2𝜇| = √𝜆2 + 3𝜇2. 

След повдигане на квадрат получаваме 4𝜇2 = 𝜆2 + 3𝜇2 ; 𝜇2 = 𝜆2  или 𝜇 = ±𝜆. В 

случай на " + " можем да вземем двойката (𝜆, 𝜇) = (1,1) и получаваме 

𝜂1: 6𝑥 − 2𝑦 + 4𝑧 − 28 = 0. 

При " − " - (𝜆, 𝜇) = (−1,1) и 

𝜂2: 2𝑥 + 4𝑦 + 6𝑧 − 28 = 0. 

Задача 3. Дадени са т. 𝑀(1,−3,4) и правата 𝑎: 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0, 𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 −

1 = 0. Намерете уравнението на права през 𝑀:  

(а) успоредна на 𝑎;  

(б) перпендикулярна на равнината, определена с второто уравнение на 𝑎. 

Решение: 

(а) Тъй като двете прави (дадената 𝑎 и търсената 𝑏) са успоредни, те имат един и 

същ колинеарен вектор: 𝑏⃗ = 𝑎 , така че трябва да намерим 𝑎 . Ако означим двете 

равнини на които правата 𝑎 е сечение с 𝛼 и 𝛽, то 𝑎  ще бъде векторно произведе-

ние на 𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗(2, −1,1) и 𝑁𝛽⃗⃗ ⃗⃗  (1,3, −1): 

𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝑁𝛽⃗⃗ ⃗⃗  = (|
−1 1
3 −1

| , |
1 2
−1 1

| , |
2 −1
1 3

|) = (−2,3,7) ∥ (2, −3,−7) = 𝑎 = 𝑏⃗ . 

Вече можем да запишем каноничното уравнение на 𝑏 (по 𝑏⃗  и 𝑀) 

𝑏:
𝑥 − 1

2
=
𝑦 + 3

−3
=
𝑧 − 4

−7
 . 

(б) Търсената права 𝑐 е перпендикулярна на равнината 𝛽, следователно нормал-

ният вектор на 𝛽 𝑁𝛽⃗⃗ ⃗⃗  (1,3, −1) е колинеарен на 𝑐: 𝑁𝛽⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑐 . Можем да съставим ка-

ноничното уравнение на 𝑐 (по 𝑐  и 𝑀) 



𝑐:
𝑥 − 1

1
=
𝑦 + 3

3
=
𝑧 − 4

−1
 . 

Задача 4. Намерете ортогонално-симетрична точка на точката 𝑀(3,1, −4)  от-

носно:  

(a) точката 𝐴(0,−1,1);  

(б) равнината 𝛼: 𝑥 − 4𝑦 + 𝑧 + 23 = 0 и разстоянието от 𝑀 до 𝛼;  

(в) правата 𝑙: 𝑥 = −1 + 2𝑠, 𝑦 = −4 − 𝑠, 𝑧 = −1 − 𝑠 и разстоянието от 𝑀 до 𝑙. 

Решение: 

(a) Нека с 𝑀′  означим образа на т. 𝑀  при централна симетрия с център 𝐴. От 

свойствата на централната симетрия ще имаме 𝑀𝐴 = 𝐴𝑀′, следователно 𝐴 е среда 

на отсечката 𝑀𝑀′ и координатите ѝ са средно аритметични на координатите на 𝑀 

и 𝑀′. Тогава съответните координати на 𝑀, 𝐴 и 𝑀′ са последователни членове на 

три аритметични прогресии. Така получаваме 𝑀′(−3,−3,6). 

(б) С 𝑀′′ означаваме образа на т. 𝑀 при симетрия относно 𝛼. От свойствата на си-

метрия относно равнина следва, че 𝑀′′ е образ на 𝑀 при централна симетрия с 

център т. 𝑀1 – петата на перпендикуляра на т. 𝑀 към 𝛼. Затова построяваме спо-

магателна права 𝑚:𝑀 ∈ 𝑚,𝑚 ⊥ 𝛼 (чрез тази права се спуска въпросния перпенди-

куляр). От 𝑚 ⊥ 𝛼 ⟹ 𝑚⃗⃗ = 𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗(1, −4,1). Можем да съставим каноничното уравне-

ние на 𝑚 (по 𝑚⃗⃗  и 𝑀) 

𝑚:
𝑥 − 3

1
=
𝑦 − 1

−4
=
𝑧 + 4

1
 . 

Тогава ще имаме 𝑀1 = 𝑚 ∩ 𝛼 (казва се, че т. 𝑀1 е пробод на 𝑚 с 𝛼). За да намерим 

т. 𝑀1 трябва уравнението на пробождащата права 𝑚 да е скаларно параметрично. 

Ще имаме  

𝑥 − 3

1
=
𝑦 − 1

−4
=
𝑧 + 4

1
= 𝑠 ⟹ 𝑥 = 3 + 𝑠, 𝑦 = 1 − 4𝑠, 𝑧 = −4 + 𝑠. 

Заместваме така получените 𝑥, 𝑦 и 𝑧 (зависещи от 𝑠) в уравнението на 𝛼 и полу-

чаваме уравнение с едно неизвестно – параметъра 𝑠: 

𝑥 − 4𝑦 + 𝑧 + 23 = (3 + 𝑠) − 4(1 − 4𝑠) + (−4 + 𝑠) + 23 = 18 + 18𝑠 = 0. 



Решението на това уравнение е 𝑠 = −1 и като заместим тази стойност на 𝑠 в ска-

ларно параметричното уравнение, получаваме координатите на 𝑀1(2,5, −5). То-

гава (като използваме решението на (а)), получаваме координатите на 

𝑀′′(1,9,−6).  

Разстоянието от 𝑀 до 𝛼 ще съвпада с разстоянието от 𝑀 до петата на перпендику-

ляра 𝑀1. Ще имаме 

𝛿(𝑀; 𝛼) = |𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| = |(−1,4, −1)| = √(−1)2 + 42 + (−1)2 = √18 = 3√2. 

Разбира се, същият резултат би се получил, ако използваме нормалното уравнение 

на 𝛼. 

(в) С 𝑀′′′ означаваме образа на т. 𝑀 при симетрия относно 𝑙 и нека 𝛽 е спомага-

телна равнина през т. 𝑀 и перпендикулярна на 𝑙. От свойствата на симетрия от-

носно права (осева симетрия в пространството) следва, че 𝑀′′′ е образ на 𝑀 при 

централна симетрия с център т. 𝑀2 = 𝑙 ∩ 𝛽. 

Първо намираме уравнението на спомагателната равнина 𝛽. Тъй като тя е перпен-

дикулярна на 𝑙, нормалният ѝ вектор 𝑁𝛽⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑙 (2, −1, −1). Така можем да съставим 

уравнението на 𝛽 по точка и нормала (𝑀 и 𝑁𝛽⃗⃗ ⃗⃗  ): 

2(𝑥 − 3) − 1(𝑦 − 1) − 1(𝑧 + 4) = 0. 

Общото уравнение на 𝛽 е 2𝑥 − 𝑦 − 𝑧 − 9 = 0. 

Сега ще намерим координатите на т. 𝑀2 като пробод на 𝑙 с 𝛽. Заместваме 𝑥, 𝑦 и 𝑧 

(зависещи от 𝑠) от скаларно параметричното уравнение на 𝑙 в уравнението на 𝛽 и 

получаваме уравнение с едно неизвестно – параметъра 𝑠: 

2𝑥 − 𝑦 − 𝑧 − 9 = 2(−1 + 2𝑠) − (−4 − 𝑠) − (−1 − 𝑠) − 9 = −6 + 6𝑠 = 0. 

Решението на това уравнение е 𝑠 = 1 и като заместим тази стойност на 𝑠 в ска-

ларно параметричното уравнение, получаваме координатите на 𝑀2(1, −5,−2). 

Тогава (като използваме решението на (а)), получаваме координатите на 

𝑀′′(−1,−11,0).  

Разстоянието от 𝑀 до 𝑙 ще съвпада с разстоянието от 𝑀 до 𝑀2. Ще имаме 

𝛿(𝑀; 𝑙) = |𝑀𝑀2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| = |(−2, −6,2)| = √(−2)2 + (−6)2 + 22 = √44 = 2√11. 

Задача 5. Намерете трансверзалата на кръстосаните прави:  



(a) 𝑙: 𝑥 = 1 + 𝑠, 𝑦 = 2 − 𝑠, 𝑧 = 1 + 𝑠;𝑚: 𝑥 = 𝑡, 𝑦 = 3 + 𝑡, 𝑦 = −3 + 2𝑡 , лежаща в 

равнината 𝛼: 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 − 3 = 0; 

(б) 𝑙: 𝑥 + 𝑦 = 0, 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 4 = 0;  𝑚: 𝑥 + 3𝑦 − 1 = 0; 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 през точката 

𝐴(2,3,1);  

(в) 𝑙:
𝑥−10

5
=
𝑦+7

4
=
𝑧

1
;  𝑚:

𝑥+3

2
=
𝑦−5

3
=
𝑧

1
, успоредна на правата 𝑛:

𝑥+2

8
=
𝑦−1

7
=
𝑧−3

1
;  

(г) 𝑙:
𝑥−1

2
=
𝑦−2

4
=
𝑧−3

1
;  𝑚: 𝑥 = 1 + 2𝑠, 𝑦 = −2𝑠, 𝑧 = −1 + 𝑠 , перпендикулярна на 

тези прави (ос на правите). Да се намери разстоянието между пеавите. 

Решение: 

(a) Да припомним дефиницията на трансферзала: права, пресичаща две кръсто-

сани прави в пространството. От дефиницията се вижда, че за всяка двойка кръс-

тосани прави съществуват безкрайно много трансферзали, така че за да може да 

се определи една от тях, трябва да има допълнително условие (както е в случая). 

Нека 𝐿 ∈ 𝑙 и 𝑀 ∈ 𝑚, така че 𝐿𝑀 да е въпросната трансферзала. Тъй като всички 

точки на правата 𝐿𝑀 лежат в 𝛼, то и точките 𝐿 и 𝑀, следователно 𝐿 = 𝑙 ∩ 𝛼 и 𝑀 =

𝑚 ∩ 𝛼.  

Трябва да намерим координатите на т. 𝐿 като пробод на 𝑙 с 𝛼: заместваме 𝑥, 𝑦 и 𝑧 

от скаларно параметричното уравнение на 𝑙 в уравнението на 𝛼 

(1 + 𝑠) + (2 − 𝑠) + 2(1 + 𝑠) − 3 = 2 + 2𝑠 = 0 ⟹ 𝑠 = −1. 

Заместваме 𝑠 = −1 в 𝑥, 𝑦 и 𝑧 от скаларно параметричното уравнение на 𝑙 и нами-

раме координатите на 𝐿(0,3,0). 

Аналогично намираме координатите на 𝑀: заместваме 𝑥, 𝑦 и 𝑧 от скаларно пара-

метричното уравнение на 𝑚 в уравнението на 𝛼 

𝑡 + (3 + 𝑡) + 2(−3 + 2𝑡) − 3 = −6 + 6𝑡 = 0 ⟹ 𝑡 = 1. 

Заместваме 𝑡 = 1 в 𝑥, 𝑦 и 𝑧 от скаларно параметричното уравнение на 𝑚 и нами-

раме координатите на 𝑀(1,4, −1). 

За колинеарния вектор 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  получаваме 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1,4, −1) − (0,3,0) = (1,1 − 1). То-

гава каноничното уравнение на търсената трансферзала е 

𝑥 − 0

1
=
𝑦 − 3

1
=
𝑧 − 0

−1
 . 



(б) Ще построим спомагателните равнини 𝛼 и 𝛽, като 𝛼 съдържа т. 𝐴 и пр. 𝑙, а 𝛽 – 

𝐴 и 𝑚. Нека 𝐿 ∈ 𝑙 и 𝑀 ∈ 𝑚, така че 𝐿𝑀 да е въпросната трансферзала. Тъй като 

равнината 𝛼 съдържа всички точки от пр. 𝑙, тя ще съдържа и т. 𝐿, а следователно 

и всички точки на трансферзалата, включително т. 𝑀. Така получаваме, че 𝑀 =

𝑚 ∩ 𝛼. Аналогично ще имаме 𝐿 = 𝑙 ∩ 𝛽. 

Можем да съставим уравнението на 𝛼 като равнина от снопа, определен от равни-

ните, чиито сечение е пр. 𝑙, т.е. 𝑥 + 𝑦 = 0, 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 4 = 0. Ще имаме 

𝜆(𝑥 + 𝑦) + 𝜇(𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 4) = (𝜆 + 𝜇)𝑥 + (𝜆 − 𝜇)𝑦 + 𝜇𝑧 + 4𝜇 = 0. 

Сега ще намерим съотношението 𝜆: 𝜇 от условието, че т. 𝐴 се съдържа в тази рав-

нина 

(𝜆 + 𝜇)2 + (𝜆 − 𝜇)3 + 𝜇 ∙ 1 + 4𝜇 = 5𝜆 + 4𝜇 = 0. 

Получаваме 𝜆: 𝜇 = −4: 5. Ако вземем 𝜆 = −4 и 𝜇 = 5 ще имаме 

𝛼: 𝑥 − 9𝑦 + 5𝑧 + 20 = 0. 

Координатите на т. 𝑀 ще бъдат решенията на системата 

|

𝑥 + 3𝑦 − 1 = 0
𝑦 + 𝑧 − 2 = 0

𝑥 − 9𝑦 + 5𝑧 + 20 = 0.
 

(първите две уравнения задават пр. 𝑚, а последното – 𝛼). Изразяваме 𝑥 = 1 − 3𝑦 

от първото уравнение и 𝑧 = 2 − 𝑦 от второто и заместваме в третото: 1 − 3𝑦 −

9𝑦 + 5(2 − 𝑦) + 20 = 31 − 17𝑦 ⟹ 𝑦 =
31

17
 , 𝑥 = 1 − 3 ∙

31

17
= −

42

17
 , 𝑧 = 2 −

31

17
=

3

17
⟹𝑀(−

42

17
,
31

17
,
3

17
). 

По същия начин намираме равнината  𝛽 и т. 𝐿: 

𝜆(𝑥 + 3𝑦 − 1) + 𝜇(𝑦 + 𝑧 − 2) = 𝜆𝑥 + (3𝜆 + 𝜇)𝑦 + 𝜇𝑧 + (−𝜆 − 2𝜇) = 0 

𝜆 ∙ 2 + (3𝜆 + 𝜇)3 + 𝜇 ∙ 1 + (−𝜆 − 2𝜇) = 10𝜆 + 2𝜇 = 0 ⟹
𝜆

𝜇
= −

1

5
. 

Ако вземем 𝜆 = 1 и 𝜇 = −5 ще имаме 

𝛼: 𝑥 − 2𝑦 − 5𝑧 + 9 = 0. 

Системата за определяне на координатите на т. 𝐿 ще бъде 



|

𝑥 + 𝑦 = 0
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 4 = 0
𝑥 − 2𝑦 − 5𝑧 + 9 = 0.

 

От първото изразяваме 𝑥 = −𝑦, поставяме във второто и получаваме  𝑧 = 2𝑦 − 4; 

заместваме 𝑥  и 𝑧  в третото: −𝑦 − 2𝑦 − 5(2𝑦 − 4) + 9 = 29 − 13𝑦 = 0 ⟹ 𝑦 =
29

13
, 𝑥 = −

29

13
, 𝑧 = 2 ∙

29

13
− 4 =

6

13
⟹ 𝐿(−

29

13
,
29

13
,
6

13
). 

За колинеарния вектор 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  получаваме 

𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−
42

17
,
31

17
,
3

17
) − (−

29

13
,
29

13
,
6

13
) = (−

53

221
,−

90

221
,−

63

221
) 

следователно вектор с координати (53,90,63) също ще е колинеарен с търсената 

трансферзала. Тогава каноничното ѝ уравнение е 

𝑥 +
29
13

53
=
𝑦 −

29
13

90
=
𝑧 −

6
13

63
 . 

Нека 𝐿𝑀 да е въпросната трансферзала. Поучаваме параметричното уравнение на 

пр. 𝑙: 

𝑙:
𝑥 − 10

5
=
𝑦 + 7

4
=
𝑧

1
= 𝑠 ⟹ 𝑥 = 10 + 5𝑠, 𝑦 = −7 + 4𝑠, 𝑧 = 𝑠. 

Тогава т. 𝐿 ще има координати 𝐿(1 + 5𝑠,−7 + 4𝑠, 𝑠) за някаква (засега неизвес-

тна) стойност на 𝑠. 

Аналогично, за пр. 𝑚 и т. 𝑀 ще имаме 

𝑚:
𝑥 + 3

2
=
𝑦 − 5

3
=
𝑧

1
= 𝑡 ⟹ 𝑥 = −3 + 2𝑡, 𝑦 = 5 + 3𝑡, 𝑧 = 𝑡 

и  𝑀(−3 + 2𝑡, 5 + 3𝑡, 𝑡) за неизвестна стойност на 𝑡. 

За вектора 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  получаваме 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−3 + 2𝑡, 5 + 3𝑡, 𝑡) − (10 + 5𝑠,−7 + 4𝑠, 𝑠) =

(2𝑡 − 5𝑠 − 13,3𝑡 − 4𝑠 + 12, 𝑡 − 𝑠). 

Тъй като двете прави (неизвестната трансферзала 𝐿𝑀 и дадената пр. 𝑛) са успо-

редни, то направляващите им вектори са колинеарни, т. е. 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝜆𝑛⃗  или 

(2𝑡 − 5𝑠 − 13,4𝑡 − 4𝑠 + 12, 𝑡 − 𝑠) = 𝜆(8,7,1). 

Това води до системата  



|
2𝑡 − 5𝑠 − 13 = 8𝜆
3𝑡 − 4𝑠 + 12 = 7𝜆

𝑡 − 𝑠 = 𝜆.
 

Решаваме горната система и получаваме 𝜆 =
49

6
, 𝑠 = −

62

3
, 𝑡 =

−
25

2
;  𝐿 (−

307

3
, −

227

3
−
62

3
) ;  𝑀 (−28,−

65

2
, −

25

2
) ; 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

446

6
,
259

6
,
49

6
).  Тогава кано-

ничното уравнение на търсената трансферзала е 

𝑥 + 28

446
=
𝑦 +

65
2

259
=
𝑧 +

25
2

49
 . 

(г) Нека 𝐿𝑀 да е въпросната трансферзала. Поучаваме параметричното уравнение 

на пр. 𝑙: 

𝑙:
𝑥 − 1

2
=
𝑦 − 2

4
=
𝑧 − 3

1
= 𝑡 ⟹ 𝑥 = 1 + 2𝑡, 𝑦 = 2 + 4𝑡, 𝑧 = 3 + 𝑡. 

Тогава т. 𝐿 ще има координати 𝐿(1 + 2𝑡, 2 + 4𝑡, 3 + 𝑡) за някаква (засега неизвес-

тна) стойност на 𝑡. 

Т. 𝑀 ще има координати 𝑀(1 + 2𝑠, −2𝑠,−1 + 𝑠) за неизвестна стойност на пара-

метъра 𝑠. 

За вектора 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ще имаме 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 + 2𝑠, −2𝑠,−1 + 𝑠) − (1 + 2𝑡, 2 + 4𝑡, 3 + 𝑡) =

(2𝑠 − 2𝑡, −2𝑠 − 4𝑡 − 2, 𝑠 − 𝑡 − 4).  

Неизвестните 𝑠 и 𝑡 можем да определим от условията, че неизвестната транссфер-

зала 𝐿𝑀 (а това значи и 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) е перпендикулярна на направляващите вектори на 

правите 𝑙  и 𝑚  - 𝑙  и 𝑚⃗⃗  съответно. 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝑙 (2,4,1) ⟺ 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑙 = 0 ⟺ 2(2𝑠 − 2𝑡) +

4(−2𝑠 − 4𝑡 − 2) + 1 ∙ (𝑠 − 𝑡 − 4) = −3𝑠 − 21𝑡 − 12 = 0 ; 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝑚⃗⃗ (2, −2,1) ⊥

𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑚⃗⃗ = 0 ⟺ 2(2𝑠 − 2𝑡) − 2(−2𝑠 − 4𝑡 − 2) + 1 ∙ (𝑠 − 𝑡 − 4) = 9𝑠 + 3𝑡 = 0. 

Така достигнахме до следната система за определяне на стойностите на 𝑠 и 𝑡: 

|
𝑠 + 7𝑡 = −4
3𝑠 + 𝑡 = 0

 

Решенията на системата са 𝑠 =
1

5
 и 𝑡 = −

3

5
, откъдето получаваме 

𝐿 (−
1

5
, −

2

5
,
12

5
) ,𝑀 (

7

5
, −

2

5
, −

4

5
) , 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (

8

5
, 0, −

16

5
) ∥ (1,0, −2). Скаларно параметрич-

ното уравнение на оста 𝐿𝑀 на кръстосаните прави 𝑙 и 𝑚 (по т. 𝐿 (−
1

5
, −

2

5
,
12

5
) и в-

р (1,0, −2)) ще бъде 𝑥 = −
1

5
+ 𝑢, 𝑦 = −

2

5
, 𝑧 =

12

5
− 2𝑢. 



Разстоянието между двете прави (дължината нам оста отсечка е 

|𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | = √(
8

5
)
2

+ 02 + (−
16

5
)
2

=
8

5
√5. 

Задача 6. Намерете уравнение на сфера с радиус 6, която се допира до равнината 

𝛼: 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 + 1 = 0 в точката 𝐴(3, 𝑦, 2), ако сферата и точката 𝑀(0,1,2) са в 

едно полупространство относно 𝛼. 

Решение: 

Тъй като точка 𝐴 е от 𝛼, то замествайки нейните координати в уравнението на 𝛼 

ще получим тъждество, откъдето определяме втората координата на т. 𝐴 : 3 +

2𝑦 − 2 ∙ 2 + 1 = 0 ⟹ 𝑦 = 0 и 𝐴(3,0,2). 

Тъй като допирателната равнина към сфера е перпендикулярна към диаметъра на 

сферата, минаващ през точката на допиране, то ако през 𝐴 прекараме права 𝑎, пер-

пендикулярна на 𝛼, тя ще съдържа центъра на сферата. От 𝑎 ⊥ 𝛼 следва, че 𝑎 =

𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗(1,2, −2). Тогава можем да съставим скаларно параметричното уравнение на 

пр. 𝑎 (по 𝐴 и 𝑎 ): 𝑎: 𝑥 = 3 + 𝑡, 𝑦 = 0 + 2𝑡, 𝑧 = 2 − 2𝑡. 

Тъй като търсената точка 𝑂 е център на сферата, а радиуса е 𝑅 = 6, толкова ще 

бъде разстоянието от т. 𝑂 до допирателната равнина 𝛼. Първо, да намерим нор-

малното уравнение на 𝛼. Тъй като за големината на нормалния вектор на 𝛼 имаме 

|𝑁𝛼⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √1
2 + 22 + (−2)2 = √9 = 3, то нормалното уравнение е 

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 + 1

3
= 0, 

а разстоянието на т. 𝑂(3 + 𝑡, 2𝑡, 2 − 2𝑡) (като точка от пр. 𝑎 

 

|3 + 𝑡 + 2 ∙ 2𝑡 − 2(2 − 2𝑡) + 1|

3
=
|9𝑡|

3
= 6 

Получаваме уравнението |𝑡| = 2 ⟹ 𝑡 = ±2. За 𝑡 = 2 ще имаме 𝑂1(5,4, −2), а за 

𝑡 = −2 - 𝑂2(1, −4,6). Трябва да видим какъв е знака на лявата страна на уравне-

нието на 𝛼 ако в него заместим координатите на съответните точки. 

𝑂1(5,4, −2): 5 + 2 ∙ 4 − 2(−2) + 1 = +18, 

𝑂2(1, −4,6): 1 + 2(−4) − 2 ∙ 6 + 1 = −18, 



𝑀(0,1,2): 0 + 2(−1) − 2 ∙ 2 + 1 = −5. 

Тъй като изразите за 𝑂2 и 𝑀 са с еднакви знаци, значи те се намират в едно полуп-

ространство, относно 𝛼, 𝑂 ≡ 𝑂2 и уравнението на сферата е 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 4)2 + (𝑧 − 6)2 = 62. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


